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圣彼得堡悖论的计算机模拟分析① 
The Computer Simulation of St. Petersburg Paradox 

 
朱 琳 叶 向 (中国人民大学 信息学院 北京 100872) 

摘 要： 由于实现方法和成本的限制，经济学中的很多悖论在实际中无法得到全面检验。通过计算机模拟的方
法，采用微软公司 Excel 软件及其 VBA 语言，对圣彼得堡悖论进行完整的计算机模型建立和模拟。通
过对实验数据的定量分析，对圣彼得堡悖论的现有理论做出数学意义上的解释。 
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1 圣彼得堡悖论 
圣彼得堡悖论是 Daniel Bernoulli 于 1728 年提

出的一个源自掷币游戏的关于概率期望值的悖论[1]，内

容如下：游戏设定投掷出正面或反面为成功，游戏者如

果第一次投掷成功，则游戏中止，获得奖金 2元；如果
第二次投掷成功，则游戏中止，获得奖金 4元；如果第
n次才投掷成功，则游戏中止，获得奖金 2n元。 
假设硬币是均匀的，则游戏的期望报酬应该为 

 
 
即，游戏的期望值为无穷大。 
从概率论的角度考虑，人们无论票价多高都应该

玩这个游戏。但是经验数据表明，“没有人愿意花 25
元去参加这样一个游戏”[2]。这样，就出现了一个计

算的期望值与实际情况的矛盾。我们需要对这一现象

做出合理的解释。 
 
2 计算机模拟分析 
计算机模拟和系统学是近代科学技术革命具有代

表性的科学技术。按照“国际标准化组织(IS0)标准”
的名词解释，模拟或仿真 (Simulation) 是指依据某
系统的某些物理或抽象特征，用另一个系统(模型)表示
该真实系统的过程。计算机模拟是利用电子计算机对

系统进行试验，通过试验对系统的内部结构、功能和

行为进行有效模拟的过程。 
依托于仿真软件的发展，计算机模拟提供了一种 
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快速、高效、低成本的实验方法。同时，计算机模拟

还具有优化设计、安全性、可预见性等特点。运用仿

真软件实现对不确定性问题的定量分析，其基本应用

步骤如下： 
(1) 模型建立 
根据实际问题，利用仿真软件的自定义编程语言

和编程接口，设定输入输出变量，并对输入输出变量

之间的数学关系进行严格描述。对于需要原始数据的

模型则还必须输入合适的实验样本。 
(2) 软件模拟 
模型建立、数据输入完成后，触发软件进入模拟

运行状态。软件自动完成整个模拟过程，并按照用户

需要，保存和分析计算结果。 
(3) 模拟结果分析 
模拟过程结束后，软件自动生成相关的数据资料。

例如以图表方式表现概率、预测值、敏感度等结果。

用户根据得到的结果进行分析，推导出最终结论。 
 
3 圣彼得堡悖论的Excel模拟分析 
由于投掷硬币得到正面和反面为等概率事件，即： 
P(正面)= P(反面)= 0.5 
所以可以用如下的相关性来表示： 
0.00000 ～ 0.49999 正面相关 
0.50000 ～ 0.99999 反面相关 
对圣彼得堡游戏做出两个假设： 
(1)以投掷得到正面作为游戏终止的条件 
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(2)假设单轮游戏中最高投掷次数不会超过 36 次
假设(2)的合理性证明见第 3.3节。 
3.1 单次圣彼得堡游戏的 Excel模型 
按照上面的前提条件，每次投掷的随机值由函数

RAND()产生。如果该次 RAND()函数运算结果小于
0.5，投掷出正面；反之，投掷得到反面。游戏结果同
样根据该次 RAND()函数运算结果来判断。如果该次
RAND()函数结果小于 0.5，游戏继续；反之，游戏终
止。最后采用单元格数值匹配的方法获得该次游戏的

实际投掷次数，并计算出奖金数额。 
图 1显示了单次圣彼得堡游戏的结果。 

 
 
 
 
 
 

图 1 单次圣彼得堡游戏模型计算结果 
 
在这次模拟中，游戏在第三次投掷中得到了正面，

游戏中止。该次游戏，玩家获得的奖金数额为 8元。 
3.2 单轮圣彼得堡游戏的 Excel模型 
由于圣彼得堡游戏的不确定性，为了获得可信度

较高的均值数据，需要进行多次计算机模拟。在第 3.1
节的模型基础上，利用Visual Basic for Applications 
(VBA)语言生成多次模拟计算，并将计算结果记录[3]。

下面的讨论中，对一次性连续多次的游戏模拟称为一

轮游戏模拟。 
一轮圣彼得堡游戏由多个单次圣彼得堡游戏组

成。每次 Excel 页面的刷新都会触发单次圣彼得堡游
戏的重新运行。抓取每次运行的投掷次数和奖金数额

这两个结果，将其重新排列并进行统计，可以得到单

轮多次圣彼得堡游戏的 Excel模型。 
设定本轮游戏运行 4000次，其结果在图 2中显

示。 
从图 2的结果中可以看出，在本轮 4000次模拟

计算中，尽管最高的单次游戏奖金数额达到 2048元，
但是其平均奖金数额只有 11.0585 元。同时结果显
示，在这 4000次模拟中，每次游戏的平均投掷次数 
 
 

只有 2.04275次。也就是说，对单次游戏来讲，平均
能够得到的奖金数只有 4.120 元。之所以可以达到
11.0585元的平均奖金额，是因为游戏的不确定性，
产生了 11 次的单次投掷次数，该次游戏的 2048 元
奖金数额导致了奖金均值的大幅增加。 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 2 单轮圣彼得堡游戏模型计算结果 
 
3.3 圣彼得堡游戏的多轮 Excel模拟结果统计 
在实际游戏中，每轮游戏单元进行的游戏次数是

不确定的。在第 3.2 节的讨论中，设定游戏次数为
4000。这样单次的实验还是无法全面反映实际的情
况。 
设定单轮游戏的游戏次数从 100 到 10000 以

100 的步进间隔变化[4]。这样，就建立了样本容量为

100的多轮圣彼得堡游戏的 Excel统计模型。 
利用 VBA语言，在第 3.2节的单轮圣彼得堡游戏

Excel 模型基础上，建立多轮圣彼得堡游戏的 Excel
统计模型，其运行结果如图 3所示。 
 
 
 
 
 

图 3 圣彼得堡游戏多轮 Excel 模拟结果的统计 
 
根据图 3的统计数据，对最高投掷次数进行分析，

其结果显示在图 4中。 
图 4的横轴为每轮游戏的总的游戏次数，纵轴为该

轮进行的所有游戏中最高的一次投掷次数。这里可以证

明模型建立之初假设(2)的合理性。大样本实验的统计
数据证明：圣彼得堡游戏中，最多投掷次数小于 36。 
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图 4 最多投掷次数分析 
 
根据图 3中的统计数据，生成关于奖金均值的折

线图分析，如图 5所示。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 5 奖金均值折线图 
 
在 X=24和 X=78处存在明显的异常数值，其产

生源于随机实验的不确定性。剔除这两个数据，重新

生成图 6。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 6 修正后的奖金均值分析 
 
在图 6中，所有 100个样本值中，只有四个样本 

值在 25之上。绝大多数的奖金均值都在 25元以下， 
 

所以，没有人会愿意以 25 元的代价玩这个游戏。从
这个统计分析的结果，认为参考文献[2]中给出的结论
是合理的。 
对这 100模拟的平均投掷次数进行分析，得到图

7所示的图表。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
图 7 评价投掷次数分析 

  
从每轮 100次游戏到每轮 4600次游戏的样本，

其平均投掷次数相对分散，但是从图 7中，容易看出
平均投掷次数趋向于 2的收敛性。 
 
4 结语 
从以上的实验数据分析能够得出如下的结论： 
(1) 圣彼得堡游戏的平均单次投掷次数趋近于 2； 
(2) 单次圣彼得堡游戏最高投掷次数小于 36次； 
(3) 由于实验的随机性，单次游戏可以达到较高

的奖金数额，但由于其很小的概率不会对游戏参与者

产生吸引力； 
(4) 圣彼得堡游戏无穷大奖金期望值是建立在无

穷大样本容量的基础上的。由于实际情况的限制，这

个期望值无法达到。 
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