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一种求解二部图最大匹配问题新算法及其应用① 

唐 敏 1，关 健 1，邓国强 1，王海刚 2 
1(桂林电子科技大学 数学与计算科学学院，桂林 541004) 
2(桂林电子科技大学 商学院，桂林 541004) 

摘 要：提出了解决二部图最大匹配问题的分层网络优化算法，并应用新算法对排课问题进行求解。定义了

分层网络的概念及匹配的规则，结合广度优先搜索策略生成分层网络体系，然后按网络逆序找出最大匹配。

实验表明，算法在解决大规模二部图最大匹配的理论问题和实际应用问题时均能获得准确的结果，具备良好

的性能。 
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A New Algorithm and Application of Solving Maximum Matching Problem of Bipartite Graph 
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Abstract: This paper proposed an algorithm for maximum matching of Bipartite graph based on layered network model. 

Timetable Problems are solved by the new algorithm. A matching rule for layered networks is defined and proposed a 

concept of layered network first, and a layered network system is generated with the breadth first search strategy. 

Maximal matching is found according reversed network order. Experiments show that this algorithm can get accurate 

results and has a good performance with computational complexity in solving large-scale theoretical and practical 

maximum matching problems of bipartite graph. 
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二部图又称作二分图、偶图，是图论中的一种特

殊模型。若能将无向图 ,G V E=< > 的顶点V 分成两个

子集 1V 和 2V ， 1V 与 2V 的交集是空集，使得G 中任何一

条边的两个端点一个属于 1V ，另一个属于 2V ，则G 为

二部图，记为 1 2( , )UG V V E= 。图 1(a)和(b)都是二部图，

其中图 1(a)的顶点集为 { , , , , }V a b c d e= ， 1 { , }V a e= ，

2 { , , }V b c d= ， 1 2IV V = Æ ， 图 中 有 边

( , ),( , ),( , ),( , ), ( , ), ( , )a b a c a d b e c e d e ，它们中的任意一条边

的两个端点，一个属于 1V ，另一个属于 2V 。图 1(b)的

顶点集为V 可分成两个子集 1 { , , }V a d e= ， 2 { , , }V b c f= ，

同样满足任意一条边的两个端点，分属于集合 1V 和 2V 。 

图 1(c)则为非二部图。 

二部图在“资源分配”、“工作安排”等问题的求解 
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中有重要应用。实际生活中常遇到这样的问题：要给

n 个工作人员安排 m 项任务，n 个人用 1 2( , , , )L nX x x x 表

示，而 m 项任务用 1 2( , , , )L mY y y y 表示，并不是所有的

工作人员都能从事每项工作，比如 1x 能做工作 1 2,y y ，

而 2x 能做工作 2 4,y y ，等等[1]。应该如何安排工作才能

做到最大限度地完成任务，使任务有人做，更多的人

有工作做，即 1 2, , ,L my y y 都有人做，而 1 2, , ,L nx x x 都有

工作做。此问题可以转化为在一个二部图 ,G V E=< >

中寻求一个最大匹配。在这个问题的求解过程中，将G  

中顶点集V 分为两个集合 1V 和 2V ， 1V 为 1 2( , , , )L nX x x x ，

2V 为 1 2( , , , )L mY y y y ，若 ix 能做工作 jy ，那么边

( , )i jx y EÎ 。匹配就是由G 中的边集构成的集合 M ，

满足 M EÍ 且M 中的任意两条边没有公共的端点，若 
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一个匹配 M ¢ 的元素数目大于或等于G 中的任意一个

匹配 M 的元素数目，即 M ¢ 中包含的边数最多，那么

M ¢ 就是一个最大匹配，按照这样的匹配安排工作就能

保证最大限度地完成任务。如图 2 所示，为有 6 个工

作 人 员 和 6 项 任 务 的 工 作 安 排 问 题 ，

1 2 2 4 3 5 4 3 5 6{ ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )}x y x y x y x y x y 和

1 1 2 2 3 5 4 3 5 6{( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )}x y x y x y x y x y 都是一个匹

配 ， 这 样 的 匹 配 有 很 多 ， 但 最 大 匹 配 是

1 1 2 2 3 4 4 3 5 6 6 5{( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , )}x y x y x y x y x y x y ，按照这

样的对应关系安排工作就能保证每项任务都有人做，

每个人都有工作做。值得强调的是，最大匹配不是唯

一的，只要包含的边数不小于图G 中能找到的任意匹

配，它就是一个最大匹配。 

 

 

 

 

 

 

 

 

(a)              (b)               (c) 

图 1 二部图和非二部图 

 

 

 

 

 

 

图 2 二部图实例：工作安排问题 

 

还有许多实际问题都可以转化为在一个二部图中

寻求匹配。譬如排课系统设计、军事战略部署、体育

竞赛对阵[2,3]等等，有学者将其应用在毕业论文的选题
[4]及镜头的检索[5]中。目前，此类问题的求解策略可以

分为传统方法和现代优化方法两类：传统方法是基于

增广路径来得到最大匹配，以匈牙利算法为代表[6]，

此外，还有深度优先算法等[7]。现代优化方法主要指

生物算法，如基于 DNA 表面积模型算法[8]。 

本文使用一种解决二部图最大匹配问题的新算

法，通过数值实验及实际问题的应用，验证算法的正

确性和有效性。 

 

1 算法中的重要术语 
1.1 二部图中的匹配和最大匹配 

给定一个二部图 1 2( , )UG V V E= ， M 是 E 的子集，

如果 M 中的任意两条边没有公共的顶点，则称 M 是二

部图G 的一个匹配。如果 M 是一个匹配，而不存在其

他匹配 M ¢ ，使得 'M M> ， M 称为二部图G 的最大

匹配，即G 中边数最多的匹配。 

图 3 二部图，{( , ), ( , ),( , )}a f b g c h 是G 的一个匹配，

{( , ),( , ),( , ),( , )}a f b g c h d e 是G 的最大匹配。图 4 所示的

排课问题是各大高校各个学院每学期都必须面临的问

题，假定一个学院有 n 名教师，用 T1～Tn 表示，每

位教师可以讲授 1～3门课程，本学期一共有 n门课程，

用 C1～Cn 表示，那么如何安排工作才能做到最大限

度的完成任务，即每门课都有一个老师上，而每个老

师都有一门课上。此问题可以转化为在二部图中寻找

最大匹配来求解。 

 

 

 

 

 

 

图 3 二部图最大匹配实例    图 4 排课问题 

 

本文使用分层网络优化算法对二部图最大匹配问

题进行求解，并将之用于实际的排课问题中进行测试。 

1.2 分层网络 

一个分层网络 Net 是二部图G 的子图，在新算法

中，一个二部图G 可以导出若干个分层网络，为 1Net ，

2Net ， 3Net ，…，所有的分层网络构成求解二部图最

大匹配的网络体系 Nets 。 

在导出各个分层网络时，结点和边的产生是有顺

序的，如图 6 所示的 1Net ，首先生成结点 25V ，它是第

一层，然后生成结点 14 15 16, ,V V V 及与上一层（即第一层）

的边 25 14 25 15 25 16( , ),( , ),( , )V V V V V V ，此为第二层，接着生成结

点 21 23 26, ,V V V 及 与 上 一 层 （ 即 第 二 层 ） 的 边

14 21 14 23 15 23 16 26( , ),( , ),( , ),( , )V V V V V V V V ，此为第三层，最后生成的

结点是 12V 及与上一层（即第三层）的边 23 12( , )V V ，此为

第四层。对于图而言，原本是无层次的，由于生成G 的
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子图时，有一定的产生顺序，在进行匹配时也和层次

有关，故而将之命名为分层网络。 

将各层网络中的顶点 ( )UP U VÎ 称为网点，网点

之间的连线（简称网线） Line EÎ ，即为G 的边。 

例如，图 5 所示的二部图G ，图 6、图 7、图 8、

图 9 是图G 导出的分层网络 1Net ， 2Net ， 3Net ， 4Net ，

它们构成的集合就是图G 的分层网络体系。 

  

 

 

 

 

 

 

图 5 二部图G        图 6 1Net     图 7 2Net  

1.3 网络逆序 

在一个分层网络 Net 中，从最下层、最右端的网

点开始，按自右向左、自下而上的顺序来实现网点配

对的一种匹配顺序。 

如图 6 所示的分层网络，按网络逆序得到的匹配

是 12 23 16 26 21 14 15 25{( , ),( , ),( , ),( , )}V V V U V V V V 。 

 

2 分层网络优化算法 
2.1 算法思想及步骤 

求解二部图的分层网络优化算法，思想是通过二

部图G 导出一有序分层网络体系，按照一定的规则，

找出网络体系中的各个网络中的匹配，它们共同构成

了二部图的最大匹配。具体做法如下： 

第一步：生成二部图G  

二部图可随机生成，也可按要求进行设定，应用

Matlab，可随机产生 n n´ 的 0-1 矩阵 ijA (1 , )i j n£ £ ，

1ijA = 表示 1iV 与 2 jV 有边相连，若无边相连，则 0ijA = ，

二 部 图 1 2( , )UG V V E= 可 由 此 矩 阵 表 示 ， 此 时

1 2| | | |V V n= = ，M = Æ 。 

第二步：计算二部图中各顶点度数 

计 算 二 部 图 G 中 所 有 顶 点 的 度 数 ， 记 作

11 12 1( ) ( ) , ( )L nd V d V d V， ， ， 21 22 2( ) ( ) , ( )L nd V d V d V， ， 。将它

们进行排序，找出全部顶点中度数最大的那个顶点做

为 1Net 的起始网点，若有多个，任选其中一个。置

1m = 。 

第三步：迭代生成分层网络 mNet  

按广度优先搜索（BFS）策略得到 mNet 的其余网

点，并作出相应的网线。 

第四步：将得到的 mNet 进行匹配 

每次迭代均可获得一个分层网络 mNet ，按网络逆

序进行匹配，此次匹配记为 mM 。 U mM M M= 。 

第五步：判断迭代是否结束 

若 M 中包含的顶点为 1 2UV V 时，最大匹配完成，

跳转到第六步。否则在 G 中选出关于 M 非饱和顶点

（即在 1 2UV V 中出现的顶点，而不包含在 M 中的顶点）

以及相应的边构成新的二部图，选取度数最大的一个

顶点作为新的分层网络的起始网点， 1m m= + ，跳转

到第三步。 

第六步：输出最大匹配 M 。 

2.2 实例分析 

  为了更好的说明算法的每一个步骤的进程，

本节以一个顶点数为 12 的二部图为例，即 1 2| | | | 6V V= = ，

如图 5 所示，说明通过分层网络优化算法如何得到此

图的最大匹配。 

随机生成如图 5 所示的二部图 1 2( , )UG V V E= ，其

中 1 11 12 16{ ,LV V V V= ， ， }，
， 2 21 22 26{ ,LV V V V= ， ， }。 

  计算可得 11 12 16( ( , ( )) (1,2,1,3,2,2)Ld V d V d V =), ( ), ，

21 22 26( ( , ( )) (2,0,2,2,3,2)Ld V d V d V =), ( ), ，M = Æ 。 

根据各顶点度数计算的结果，把 14V 作为 1Net 的起

始网点。 

按广度优先搜索策略（BFS）依次寻找分层网络

1Net 的网点，并作出相应的网线，如图 6 所示。然后

按网络逆序进行匹配，记录该匹配 1M 。依次得到图G

的各个分层网络 2Net ， 3Net ， 4Net ，如图 7～图 9 所

示。由图G 生成的网络体系 Nets 由 1Net ， 2Net ， 3Net ，

4Net 4 个分层网络组成。 

最 大 匹 配 1 2 3 4U U UM M M M M= ， 其 中

1 12 23 16 26 21 14 15 25{( , ),( , ),( , ),( , )}M V V V U V V V V= ， 2 13 24{( , )}M V V= ，

3 4M M= = Æ 。故M 内共有 5 个匹配，如图 10 所示。 

 

 

 

 

 

 

 

      图 8      图 9   图 10 最大匹配 
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2.3 数值实验 

为了说明该算法可以很好地适应大规模问题的求

解，在 Matlab 环境下编程，执行了多个不同规模的测

试用例，列举顶点数为 40 个顶点的二部图，即

1 2 20V V= = 。 

如图 11 所示的二部图（随机生成），应用分层网

络优化算法求得最大匹配，如图 12 所示，经验证（采

用匈牙利算法检验），图 12 所得到的解是图 11 的最大

匹配图。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   

图 11 40 个顶点的二部图 图 12 图 11 的最大匹配 

 

多次数值实验的结果，表明对于高阶的二部图，

新算法均能获得准确解，在一定程度上解决了二部图

最大匹配问题大规模求解的困难。 

二部图G 的结点为 n 时，求解二部图最大匹配的

分层网络优化算法的时间复杂度为 2(nlog n)O 。 

 

3 分层网络优化算法的一个应用 
分层网络优化算法的一个应用是解决简化的排课

问题。 

排课问题可以转化为图论中的二部图最大匹配问

题，如图 13 所示，顶点集 { 1, 2, 3, , 30}LT T T T T= 为 30

名教师，顶点集 { 1, 2, 3, , 30}LC C C C C= 为 30 门课程，

各个老师可以讲授的课程与老师之间的关系用边表

示，应用分层网络优化算法，得到一个最大匹配，如

图 14 所示，即该问题的一个解决方案。 

排课问题可以转化为图论中的二部图最大匹配问

题，如图 13 所示，顶点集为 30 名教师，顶点集为 30

门课程，各个老师可以讲授的课程与老师之间的关系

用边表示，应用分层网络优化算法，得到一个最大匹

配，如图 14 所示，即该问题的一个解决方案。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 13 排课问题的图形转化  图 14 图 13 的一个最大匹配 

 

算法的结果显示，每个老师都有工作做，而每门

课程都有老师讲授，即保证最大限度的完成任务。 

值得一提的是，算法并不局限于 30 个老师和 30 门课

程，对于任意人数的老师、任意门数的课程、任意的

初始匹配关系，都可以通过分层网络优化算法得到一

个最大匹配，做为一个参考的排课方案。 

 

4 结语 
本文使用分层网络优化算法来求解二部图最大匹

配问题，在建立分层网络的优先匹配规则的基础上，

结合广度优先搜索策略生成分层网络体系，然后按网

络逆序找出最大匹配。在算法的效率上，时间复杂度

为。数值实验表明：该算法在保证求得二部图最大匹

配的前提下，时间复杂度较低；易于理解和实现；适

合大规模运算。 

对于新算法的应用，采取了实际的排课问题进行

说明，此类问题均可转化为二部图的最大匹配问题进

行求解，而对于更多的教师和课程，算法均能求得最

大匹配，得到解决问题的一个有效方案。 

二部图最大匹配问题既是一个重要的图论问题，又是

许多实际应用问题的理论模型，它们都可以转化为在

一个二部图中寻求匹配或最大匹配，比如残缺棋盘问

题、拉丁方阵问题等，只要涉及到两个集合，而这两

个集合的元素之间有着某种联系，都可以尝试用二部

图来解决。在算法的设计上，也会出现越来越多的求 

（下转第 28 页） 
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因此，平台对功能进行了分解，细化为三级，并采用

表格存储客户的订阅信息，按订阅信息进行功能的开

放，对应不同的应用界面并进行使用量的度量。 

5.5 可伸缩技术 

随着平台的不断深化，应用平台的租户（保险公

司和第三方）会不断增加，应用系统的直接用户数会

呈几何级的速度不断增长，对数据库容量的要求不断

增加，对运行性能也提出了很高的要求。平台建立了

可伸缩的体系架构，即随着用户数的增加，不必对系

统架构进行调整。采用 F5 或其他软件方式实现应用服

务器层的负载均衡，实现水平扩展；采用垂直切分、

读/写分离、水平切分等方法实现数据库的可伸缩性。 

 

6 总结 
中国机动车辆保险信息共享平台的建设，以云计

算技术为基础，服务于不同应用和用户。本文分析了

中国车险信息平台的现状和面临的问题，介绍了平台

的技术架构、服务和关键技术，在基础设施利用方面，

通过网络为车险信息共享平台提供 IT 基础设施服务，

包括数据存储和网络资源、负载均衡、网络加速等服

务；在技术平台方面，通过网络向车险信息共享平台

的开发团队提供统一的、可定制、可开发的平台服务，

包括可复用的组件和一系列工具；在服务功能方面，

通过网络向保险公司和用户提供车险业务生产云、数

据精算云、行业电子商务云、清算支付云服务，以便

降低企业信息化成本，提高企业信息化水平，为用户

提供一站式服务。 

 

（上接第 75 页） 

解方法。若求解的问题为 NP 难问题，那么在求得精

确解的算法的基础上（这类算法必定花费大量的时间）

还可加入现代优化计算方法的某些策略，得到一个折

中解。这些研究任务在以后的工作中必定有所体现。 
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Cambridge Tractsin Math: Cambridge University Press, 

 

到目前为止，中国机动车辆保险信息共享平台已

经上线运行，全国范围内车险的投保都实时通过平台

进行，实现了对保费、手续费等的有效控制，对抑制

车险恶性竞争、防止欺诈等作用逐步显现。实践表明，

基于云计算技术的车险信息共享平台更能适应新形势

下新业务特点的要求，达到对保险企业及最终用户的

监管与服务的双重目标。 
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