
2014 年 第 23 卷 第 5 期                       http://www.c-s-a.org.cn                      计 算 机 系 统 应 用 

 Software Technique·Algorithm 软件技术·算法 95 

基于贝叶斯压缩感知的信号重构① 
陆海东 1, 顾美康 1, 申晓磊 2 
1(上海师范大学 信息与机电工程学院, 上海 200234) 
2(东华大学 信息科学与技术学院, 上海 200050) 

摘 要: 本文提出了基于贝叶斯压缩感知的信号重构算法, 将压缩感知理论应用于信号的压缩传输以及重构, 该

算法将压缩感知问题转化为线性回归问题, 逐步推演出结果向量之间的迭代关系, 最后通过迭代以得到原始信

号的精确重构. 仿真说明了贝叶斯压缩感知在信号处理中的应用, 结果表明该算法对一维和二维信号的压缩重

构有很好的效果.  
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Signal Reconstruction Based on Bayesian Compression Sensing 
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Abstract: In this paper, a compressed sensing signal reconstruction algorithm that based on Bayesian compression 

perception theory is proposed. It can be applied to signal compression and transmission as well as reconstruction. The 

new algorithm inverted the compressed sensing problem into a linear regression problem. Firstly, then deduced an 

iterative relationship of the resulting vectors gradually, at last got the exact reconstruction of the original signal by 

iteration. The simulation experiment exploted that the Bayesian compressive sensing algorithm have a good 

reconstruction effect used in one-dimensional and two-dimensional signal processing and the reconstruction. 
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传统奈奎斯特采样定理提出: 采样率至少是信号

最高频率的两倍, 才能保证信号避免失真, 这样便产

生问题: 采样与传输时会面临巨大的数据量, 直接导

致处理效率下降, 同时采样设备所面临的压力也急剧

增加. 而压缩感知(CS)理论表明: 如果信号具有稀疏

性, 或可压缩的, 可以找到与变换基不相关的观测矩

阵将高维原始信号投影到低维空间, 通过最优化方法

进行原始信号的精确重构.  

目前 CS 理论得到不断的发展, 主要的问题涉及

到恢复重构算法的研究, 一些学者提出了一些贪婪算

法, 如 OMP,STOMP 算法等. 但是这些得法重构的精

度比较低, 而且所耗时间多. 而另一部分学者提出了

基于贝叶斯的压缩感知方法, 如: 拉普拉斯先验算法,  

 

 

但是它却受到一些噪声的干扰.  

基于上述算法存在的问题, 本文提出基于贝叶斯

压缩感知的新型信号处理方法, 将 CS 问题转换为贝

叶斯线性回归问题, 将观测值分解为有用信号与噪声

信号, 最后经过一系列推演, 找到变量之间的迭代关

系, 进行相互迭代, 无限趋近于原始信号, 最后实现

信号的精确重构. 仿真试验表明, 该方法能够高概率

重构原始信号.  

 

1 CS模型   
根据压缩感知理论, 1N´ 维的未知信号 f 在线

性基y  [1] (例如 curvelet)下是可压缩的. 则信号 f 可

以表示为 f hy= , 其中 h 是 1N´ 的稀疏信号, 大部分 
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系数为零. 对原始信号观测, 得到观测值如下式所示:  

            nfG += ,f                 (1) 

(1)式中为原始未知信号 f 的 1M´ 维观测值, 并

具有 NM´ 维观测矩阵 ]',...''[' 21 nffff ，= , 其中

n 是噪声向量, 由此可以得出下式 

nhG +=f          (2) 

(2)式中 yff '= ,由压缩感知理论可以得出: 当

观测数目远小于信号的维数时( NM << ), 可以使用

适当的算法进行原始信号 f 的精确重构[2-3]. 原始信

号的近似值求解就可以转化以下最优化问题.  

 

}||||||min{||arg 0
2
2 hhgh tf +-=

Ù

      (3) 

 

这个最优化问题是 NP 难问题. 因此通常将其转

化为范数问题, 如下所示:  

 

}||||||min{||arg 1
2
2 hhgh tf +-=

Ù

    (4) 

 

其中 1|| ||· 代表 1l 范数.  

 

2 基于贝叶斯的压缩感知(BCS) 
对(2)式进行仔细分析, 并设置一个新的向量 sh , 

sh 由向量 h 中 M 个非零元素组成, 其余的 MN -
个元素值近似为 0.  同理将 h 中剩余的 MN - 个元

素看做另一个向量 eh . 所有 eh 中剩余的元素设置为 0. 

因此有 es hhh += , (2)式可以表示如下:  

       (5) 

其中 ee hn j= , f 是通过随机采样形成的观测矩阵, 

en 由零均值的高斯矩阵组成, 以满足中心极限定理. 

用 mn 表示 CS 观测矩阵所包含的噪声, 满足零均值的

高斯分布, 因此可得 

         (6) 

其中 n 满足均值为零, 未知方差为 2s 的高斯噪声, 因

此便可得出高斯模型 

 

 (7) 

 

上述分析将 CS 问题中的求解 sh 转化为: 具有稀

疏性 sh 作为先验条件的线性回归问题. 假设已知观测

矩阵f , 以及 CS 观测值 g, 稀疏权值 sh 以及噪声方差
2s . 在贝叶斯分析中, 就可以找到基于 sh 和 2s 的后

验密度函数.  

2.1 观测模型 

通过以上分析可知, 未知信号 h 的先验分布为

),|( rhgp ,观测值的条件分布为 ),|( thgp , 而 t 是
高斯白噪声方差的倒数. 此时的 r 与 t , 通常称作超参

数.  

观测噪声是独立的, 高斯噪声具有零均值, 方差

为 2s , 结合(2)式可得:  

),|(),|( 22 sfs hyNhgp ==      (8) 

因为 2/1 s=t , 2s 的 Gamma 先验如下: 可以得

出 

),|()|( tttt batbatp G== ，         (9) 

Gamma 分布可以定义为 

 

]exp[)1(
)(

)(
),|( 1 sbs

a
b

bas sa
s

as
tt s

s

--
G

=G -   (10) 

 

其中, s >0 是一超参数, sb >0,作为尺度参数, 同时
sa 0,为形状参数, s 的均值 sm 和方差 2s 表示如下:  

ss
s ba /=m             (11) 

22 )/( ss ba=s             (12) 

以上过程将用 Gamma 分布代替表示高斯分布的

方差倒数的先验表示, 一定程度上简化了分析过程.  

2.2 信号模型 

通过贝叶斯方程可以得知: sw 是通过稀疏提升

正则化以达到稀疏状态. 拉普拉斯密度函数如[4]下:  

 

       (13) 

 

而(4)式中的 1l 正则化规划, 等同于使用基于 h 的

拉普拉斯先验, 如下式所示:  

 

    (14) 

 

给定 CS 观测值 g , 假设存在(7)式中的函数, 我

们可以将(4)式中最优化问题变换为寻求 h 的最大后验

估计.  

2.3 层次稀疏先验概率 

上述分析将传统的 CS 求权值的 h 反演与 MAP 估

计合成为贝叶斯线性回归分析, 具有拉普拉斯先验稀

疏的 h . 再次可以定义 h 的每个元素具有一个零均值

的高斯先验. 如下所示 
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),...,( 1
3

1
2

1
1

1 ---- = aaaa i 是高斯密度函数的逆方

差 . 同 时 由 文 献 [5] 层 次 分 析 第 二 阶 段 可 知 , 

iip aaa )( 1- 再者 gamma 超先验如下 

),|(),|( 1 babap i
N
i aa GÕ= =       (16) 

通过边缘化超参数, w,a 所有先验可以估计为 

 

  (17) 

 

密度函数 ),|( baiaG 与 ia 是共轭先验, 当 ih 为

观测的函数, ),0|( 1-
iihN a 作为可能性函数. 就可以

对积分
iiii dbahN aaa ),|(),0|(

0

1 Gò
¥ - 进行预估分析, 以

对应于学生分布[6](学生分布又称 t 分布, 主要应用在

估计程正态分布的母群体之平均数). 只要选择合适的

a 和b , 学生分布能够得出 0=ih , 因此, (17)式中的

大部分 ih 可以置为 0(如果是稀疏先验的 ), 类似

gamma 先 验 ),|( 0 baaG 可 以 通 过 噪 声 方 差
2

0 /1 sa = 的逆得以实现.  

假设超参a 与 0a ,以及投影矩阵 h,f 的后验可以

表达为一个多元变量的高斯分布具有均值和方差 

å= GTfam 0                (18) 

 

             (19)  

 

其中 A=diag( Naaa ...21 ， ).在这里问题就转化为寻求超

参数a 与 0a , 在 RVM 中这些超参数估计来源于

(type-II)ML(或者证据最大化)过程[5], 尤其是通过边缘

化权值 h , 边缘估计a 与 0a . 该算法 0a al（ ， ）能

够表达为 

0a al（ ， ）= 0log ( | , )p g a a  

= ò dhahphgp )|(),|(log 0a  

= ]||log2log[
2
1 1gCgCK T -++- p    (20) 

其中C= TAI --+ ffs 12 , 一个(type-II)ML[5]表明对于

a 与 0a 的点估计以最大化, 可以通过 EM 算法实现

(或其他算法)形成 

 

         (21) 

其中 im 是(18)式中的第 i 个后验均值, 我们已经

定义数目 å-=
D

iiii ag 1 , åii 是第 i个后验权值协方差

的对角线矩阵元素. 对于噪声方差 0
2 /1 as = ,微分之

后进行预估计.  

我们可以注意到 newa 与 new
0a 是m 与å 的函数, 

m 与å 同时也是a 与 0a 的函数. 因此我们可以在

(18),(19),(20),(21)之间进行迭代, 直到满足收敛性准则.  

 

3 新的算法 
上述第三部分的分析有一定的道理, 然而, 其中

ia 是趋向于无穷大的, 在 hg f= 中, ih 并不能完全

表现出稀疏性, 只对 ih 小部分进行设置, 所以对应的

ia 也只是一小部分, 其观测值与稀疏度的表现完全取

决于 ih , 同时我们可以在 Gamma 超先验设置四个超

参数 dcba ,,, . 这等同于将 dcba ,,, 设置为 0, 这样

a 与 0a , 可以被调用了.  

当对权值 h 进行不确定的观测, 最需关注的是信

号 f 的维数, 其中 Bhf = , 因为 h 是来源于多维高

斯分布, 具有均值和方差, 在(18)(19)两式中已经定义, 

f 的后验密度函数具有均值与协方差如下式所示 

mBf =)(E        (22) 

 

å= TBBfCov )(      (23) 

(23)式中的协方差矩阵的对角元素提供了误差精

度, 是基于(22)式中的方差, 以表明重构的精确度, 考

虑 al（ ）与 ia 的相关性, }...1{ NiÎ , 我们可以将

(20)式中的 C 分解为[6-7] 

å -
-

--
¹ +=++= T
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T
iii

T
nnnn C ffaffaffas 111

1
2IC  (24) 

其中 iC- 是减去基向量 i 后所得结果 , 我们可以将

al（ ）写成如下式子 

 

        (25) 

  

因此我们可以改写 al（ ）如下所示 
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为了简化表达式我们定义:  

 

                (27) 

 

稀疏因子 iu 可以看做基向量f 重叠部分的观测. 

质量因子可以写作 )(2
i

T
ii gtv -

- -= fs 可以是具有

误差模型的 f 属性的观测 . 目标函数被分解成

ia-l（ ）,f的边缘可能性被排除在外, 此时 ( )ir a 中, 

ia 被孤立在外, 分析 ( )ir a 表明 al（ ）对应于 ia 有

一个唯一的最大值  

 

, 如果 iiv m>2           (28) 

 

¥=ia ,  如果 iiv m<2               (29) 

用所有的基函数 if 接计算 iu 与 iv , 这样便可以

很容易维持和更新下式的值 

n
T
nn CU ff 1-=   tCV T

nn
1-=f     (30) 

因此可以简化为如下 

 

            (31) 

 

当且仅当上式满足条件 ¥=na , nn Uu = , 同时

nn Vv = 实际上易利用 woodbury[6-7]获得所需的数据量 

 

       (32) 

 

     (33) 

 

其中 IX 2-= s , 这里 tt º
Ù

, 因此在此可以重新估计

ia , 将式(20)应用于模型中的基向量, 我们便可以实

现一个相对算法 

本文提出新的算法如下:  

①对需处理的原始信号进行小波变换, 增强其稀

疏性, 在这里选择 db1 作为小波基, 通过下文的仿真

实验表明在该小波基情况下, 稀疏性比较好, 同时原

始信号的重构速度比较快,  

②上一步得到小波分解向量即小波系数矩阵, 选

择观测矩阵, 这里选择高斯白噪声, 与观测矩阵不相

关(满足受限等距原则(RIP)), 得到观测值 

③随后利用新型贝叶斯后验方法进行信号的重构, 

具体流程如下:  

说明:  d : 迭代次数( 1001 ££ d ) 

m : 中间值 

curr : 当前重构值 

last : 上次重构值 

acc : 最小误差精度 ( 41 == eacc ) 

输入: 投影矩阵y 和观测矩阵f  

输出: 重构信号 Z  

初始化 : 根据与y 与 f 的值分别初始化 nu 与

S,,, unv .  

设超参数 0,, 00 === mbbaa ,   

1,1*3 =+= lastacccurr ;  

将上述初始值代入进行计算,  

currlast = ;  

curr ( )r a=  

如果(1) d 达到最大迭代次数 100;  

 

或者(2)误差精度 

 

两个条件中满足一个, 则停止迭代得出重构结果

Z . 否则,根据(31)(32)(33)以及(18)(19)(20)(21)继续循

环计算 S,,, mnn vu 直到满足以上二条件之一.  

 

4 仿真实验及结果 
这部分主要通过Matlab对一维信号和二维信号进

行仿真, 以验证本文所提出的新算法的性能表现, 具

体仿真分析如下.  

4.1 一维信号的处理及结果 

本文仿真中, 原始信号设置为 N =512, 选择间隔

为 50 的位置上分布大小为± 2 的随机信号, 投影矩阵

f是 NM ´ 、观测矩阵采用均值为 0, 标准差为 2s 的

高斯白噪声 

4.1.1 BCS 与新方法的对比 

如图 1 所示为经 BCS 方法处理的信号重构, 图

2 是通过新的方法进行处理后的结果, 对比图 1 与

图 2 可知, 图 1 的相对误差为 0.16179, 重构的时间

为 2.2834s, 图 2 第一张图的相对误差为 0.0030638, 

重构时间为 1.61s.在相同的前提下, 图 2 无论是在

信号重构所花的时间还是在重构相对误差精度上 , 

效果都明显优越于 BCS 算法, 与 BCS 方法进行处

理对比发现效率得到很大提高 , 误差系数明显小很

多.  
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图 1 BCS 处理一维信号 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 2 不同观测数目, 新方法处理一维信号 

 

4.1.2 新方法中不同观测量之间的对比 

图 2 是在不断增加观测数目的前提下, 对算法的

效果进行仿真, 通过对比发现, 随着观测数目的增加, 

重构所花费的时间越来越长, 但是误差系数显著降低, 

说明增加观测数目可以提高信号的重构精度.  

4.2 对于二维信号的处理及结果 

4.2.1 BCS 与新方法的对比 

与一维信号类似, 这里选择一组车牌图片, 分别

用 BCS 算法与新方法进行二维信号的重构处理, 结果

如图 3 与 4 所示, 图 3 相对误差为 0.18087, 重构时间

为 50.2313s, 图 4 第一张图相对误差为 0.13201, 重构

时间为 30.4627.图 4 明显比图 3, 在时间复杂度和重构

误差精度上有质的提高.  

 

 

 

 

 

 

 

图 3 BCS 处理二维信号 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 4 不同观测数目, 新方法处理二维信号 

 

4.2.2 新方法中不同观测量之间的对比 

图 4 是在不同观测数目下对新的算法的验证, 说

明随着观测数目的增加, 算法的时间效率逐步降低, 

重构效果逐渐明显.  
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4.3 不同二维图像数据量之间的对比 

采用 lena 图像进行数据处理, 对比车牌图像我们

发现, 如下图 5 发现随着二维图像数据的增加, 重构

的时间复杂度逐渐增加, 但是二维信号的重构精度没

有多大差别, 这说明该算法还是可行的.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 5 二维图像的处理 

 

5 结论 
本文对压缩感知理论进行简要叙述, 提出 CS 中

需要解决的信号重构问题, 由此引出基于压缩感知理

论的的贝叶斯方法, 依据该方法提出了新的算法, 将

该算法应用于一维随机信号和二维图像信号的采样压

缩与重构中, 仿真实验得到很好的效果, 原始信号与

重构信号的误差度很小, 尤其是二维图像信号, 一定

程度上能够满足一般图像处理研究所需的误差精度. 

有待提高的是, 当二维图像信号数据量比较大的时候, 

时间复杂度会逐渐增大, 这是亟待改进的地方.  
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