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三支决策与决策粗糙集融合模型① 
孟  超, 余建坤 

(云南财经大学 信息学院, 昆明 650221) 

摘 要: Paw lak 粗糙集模型没有对正域、边界域和负域赋予语义, 不能进行再决策, 而三支决策对边界域赋予了

新的语义, 可以对边界域做出进一步刻画, 对于边界域的进一步划分, 依据属性的重要性, 使满足条件的样本划

入再决策域, 不满足条件的样本继续保留在边界域中, 降低了边界域样本处理的失误率. 本文在对概率粗糙集模

型、三支决策粗糙集的理论、贝叶斯理论的决策过程和决策粗糙集模型进行研究的基础上, 提出了一种三支决策

与决策粗糙集融合模型, 与 Paw lak-三支决策模型相比, 其划分损失更小, 处理结果更优. 该模型运用三支决策

理论对决策粗糙集的边界域赋予延迟决策的语义, 对于延迟决策再运用三支决策理论进行迭代操作, 对边界域

样本进一步处理. 在迭代的过程中, 依据属性的重要程度将属性排序, 从而客观的得到迭代过程中每次优先依据

哪个属性进行划分. 实验结果表明, 该模型比单一运用决策粗糙集模型进行决策代价小, 三支决策通过迭代对边

界域处理的正确率有所提高, 这为准确决策提供了一种新的方法.  
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Abstract: Paw lak rough set model was lacking in giving semantic to positive regions, negative regions and boundary 

regions. The boundary could not make decision again. But three-way decisions gave a new semantic to boundary regions 

and we can deal with samples in boundary regions. Based on importance of attribute, samples which meet the conditions 

were delimit to decision region and others would be maintained in the boundary regions in order to reduce false positives 

when deal with samples in boundary regions. Based on the study of probabilistic rough set model, three-way 

decisions-theoretic rough set, Bayesian decision-making process and decisions-theoretic rough set model, this paper 

presents Three-way Decision mix Decision-Theoretic rough set model(TmD). Compared with the new model with Paw 

lak-three way decisions model, the loss of division of this model is smaller and the result is more reasonable. This model 

gives the boundary regions semantic which is delaying decisions. Using three-way decisions makes iterative operation 

for delaying decisions. In the process of iteration, attributes will be ordered based on the importance of the attribute, thus 

objectively get the attribute of priority being used in the process of iteration. Experimental results show that the model 

has a smaller decision cost than only using decision-theoretic rough sets and three-way decisions with iterative operation 

have a higher accuracy when deal with samples in boundary regions. This paper provides a new method for accurate 

decision-making. 
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粗糙集理论是由波兰学者 Z. Paw lak 在 1982 年

提出的[1], 它是一种能够处理不完整性和不确定性的 
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新型数学工具, 能有效地处理诸如不精确、不一致和

不完整等各种不完备的信息, 目前, 该理论已在众多 
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领域取得较好的应用. 传统的 Paw lak 理论通过运用

等价关系将论域区分成多个等价类, 引入上近似、下

近似等概念来描述知识的不确定性, 通过这些等价关

系, 论域被划分成正域、边界域和负域三个不相交的

类, 然而, 实际应用中, 这样的划分过于严格, 将无效

的属性直接剔除, 划分结果代价较高.  

就此问题, Paw lak, Wong 和 Ziarko 提出了 0.5-概

率粗糙集模型[3], Ziarko 提出了变精度粗糙集模型[2], 

Paw lak 和 Skowron 提出了粗糙隶属函数的概念[4], 

Skowron 和 Stepaniuk 等人提出了参数化粗糙集模型[5], 

Slezak 提出了贝叶斯粗糙集模型[6]等,这些模型都是用

两个阈值 、 来划分正域、负域和边界域的, 但是阈

值的选取都需要人为主观的确定. Yao, Wong 提出了决

策粗糙集模型[7,8], 描述了在贝叶斯期望风险最小时阈

值 、 如何自动获取. 

  其派生出的三支决策思想赋予了粗糙集一种新的

语义, 将边界域作为延迟决策从而可以进行再决策. 

粗糙集是直接剔除无用属性, 而三支决策是选取最重

要的属性作为决策依据, 决策代价更小. 这种模型在

对于边界域样本处理上, 还需要相关知识的补充, 使

得边界域样本不能有效的作为决策的正确依据.  

  本文提出的三支决策融合决策粗糙集模型, 将边

界域中的样本依据属性的重要程度进行划分, 从而客

观的提高边界域样本处理的正确率. 本文在对概率粗

糙集模型、三支决策粗糙集理论、贝叶斯理论的决策

过程和决策粗糙集模型进行研究的基础上, 提出了三

支决策融合决策粗糙集模型, 该模型将三支决策理论

与决策粗糙集相融合, 首先运用决策粗糙集模型对整

个论域进行第一次划分, 分别得到正域、边界域、负

域; 再将边界域作为延迟决策, 运用三支决策理论进

行第二次划分, 把每个属性的重要性作为划分依据; 

迭代使用三支决策理论, 将重要度次之的属性作为划

分依据, 直至延迟决策域尽可能的转化成可决策样本. 

这种新的模型有效减少决策规则的代价损失, 并为客

观划分论域提供了客观的依据, 减少失误决策. 本文

采用汽车评估数据进行验证, 对该数据集 6 种属性的

1728 个对象进行分类, 从实验结果可以看出, 这种新

的三支决策融合决策粗糙集模型与决策粗糙集模型相

比, 代价损失更低, 划分依据不需要主观的人为设定, 

结果更客观贴近实际. 这对于制造厂商在生产何种车

型, 保养费用高低, 车门数量选择, 承载人数选择, 安

全系数等方面的决策提供了重要的依据, 验证了该模

型在解决实际问题中, 具有更精确的分类效果.  

关键词库的结合大大提高了信息抽取算法的准确性和

通用性, 基于 Web 信息抽取的混合交通出行方案生成

与表示系统的成功实验也证明了本文提出的Web 信息

抽取算法的实用性.  

 

1 决策粗糙集理论 
  决策粗糙集[3]是基于贝叶斯决策思想的, 是一种

具有合理语义解释的概率粗糙集. 通过考虑在不同状

态下采取不同行动的损失或代价, 将论域进行划分.  

1.1 概率粗糙集模型 

  相在实际应用中, 我们将知识和属性集放入一个

决策表(一种重要的知识表达系统)中. 一个决策表描

述了所有对象以及它们的条件属性和决策属性.  

定义 1. 设 ),,,( fVAUS  是一个决策表, U 是论

域, A 是属性集,  DCDCA , , V 是值域, f

是一个映射函数, C 是条件属性集, D 是决策属性集.  

定义两个对象 x 和 y 是等价的, 只有当它们在 R

中具有相同的属性值. 称这个等价关系是 U 上的一个

划分.  

设 U 中的一个子集为 X, 上近似、下近似可以定

义为[1]:  

}][|{)(  XxUxxapr                 (1) 

}][|{)( XxUxxapr   

基于上近似和下近似的定义 , 任一子集 UC  , 

可以将 U 进行如下划分:  

)()( CaprCPOS   

)()( CaprUCNEG                       (2) 

)()()( CaprCaprCBND   

其中, )(CPOS 、 )(CNEG 、 )(CBND 被称为 C 的正域、

负域和边界域. 正域是由完全确定属于某个集合的等

价类所构成; 负域是由肯定不属于某个集合的所有的

等价类构成; 边界域是由可能属于某个集合的等价类

构成.  

但是, Paw lak 模型中进入正域的必须是完全确定

的规则, 这就需要引进概率粗糙集的相关理论.  

概率粗糙集模型[9]是通过引入一对阈值 、 来划

分正域、负域和边界域的. 其取值的不同将产生不同

的分类结果.  

定义 2. 设 ),,,( fVAUS  是一个信息表 , 其中
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10   , UX  , 则定义基于 、 的上近似、下

近似为[10]:                          

}])[|Pr(|{)(),(   xXUxxapr  

( , )
( ) { | Pr( | [ ]) }apr x x U X x

 
             (3)                 

在经典的粗糙集理论中, 仅将阈值的取值取为 0

和 1. 因此, 给出合理的 、 的取值, 是十分重要的. 

将论语划分成 3 个区域, 通过引入贝叶斯决策理论, 

来降低决策风险, 于是, 决策粗糙集相继被提出[11].  

1.2 贝叶斯理论决策过程 

定 义 3. 给 定 对 象 x , 设 一 个 信 息 表 为

),,,( fVAUS  , },...,,{ 21 mwww 是x 的 m 个状态集, 

},...,{ 21 naaa 是x 的m 个行动集. )|Pr( xwi 记做x 在

iw 状态下的条件概率. )|( ij wa 记做x 在 iw 状态下

执行 ja 动作的损失. 则对于 x 的相关的期望损失[13], 

也就是条件风险可以记做:  

1

( | ) ( | ) Pr( | )
m

j j i i
i

R a x a w w x


                 (4) 

根据以上描述, 我们可以求出每个动作的损失函

数, 并获得在不同状态下采取所有动作的期望损失, 

按照风险最小的动作进行划分.  

1.3 决策粗糙集模型 

  在 Paw lak 粗糙集理论中, 由于实际问题都受到

噪声等因素的影响, 而决策粗糙集可以较好的解决这

个问题, 以下对决策粗糙集模型的理论内容进行描述.  

为了描述清楚, 利用两个状态集和三个决策集来

描述决策过程[12]. 设状态集 },{ XX  分别表示属于

状 态 集 X 和 不 属 于 状 态 集 X , 设 行 动 集

},,{ NBP aaa 分别表示接受事件的行动、延迟决策事

件的行动和拒绝执行事件的行动. 由于采取不同的行

动会产生相应的损失 , 用 NPBPPP  ,, 分别表示在

NBP aaa ,, 行动下的损失. 由此, 三种行动的相应期望

损失可以描述为:  

 ])[|Pr(])[|( xXxaR PPP  ])[|Pr( xXPN                 

 ])[|Pr(])[|( xXxaR BPB  ])[|Pr( xXBN       (5) 

 ])[|Pr(])[|( xXxaR NPN  ])[|Pr( xXNN                     

由贝叶斯公式, 通过选择损失最小的行动可以得

到以下 3 个决策规则:  

(P): 当 ])[|(])[|( xaRxaR BP  且 ( |[ ])PR a x  ])[|( xaR N

时, 执行决策 )(CPOSx ;  

(B): 当 ])[|(])[|( xaRxaR PB  且 ])[|(])[|( xaRxaR NB 

时, 执行决策 )(CBNDx ;  

(N): 当 ])[|(])[|( xaRxaR PN  且 ])[|(])[|( xaRxaR BN 

时, 执行决策 )(CNEGx ;  

其中 , 它们损失代价的大小 , 可以看出有 : 

PNBNNNNPBPPP   , , 而 且

1)][|Pr()][|Pr(  RR xXxX , 再令:  

)()( PPBPBNPN

BNPN








  

)()( PPNPNNPN

NNPN








                  (6) 

)()( BPNPNNBN

NNBN








  

则上述规则可以描述为:  

当 )][|Pr( RxX 且 )][|Pr( RxX 时 , 执行决策

)(CPOSx ;  

当 )][|Pr( RxX 且 )][|Pr( RxX 时 , 执行决策 

)(CBNDx ;  

当 )][|Pr( RxX 且 )][|Pr( RxX 时 , 执行决策 

)(CNEGx ;  

我 们 加 入 一 个 条 件 在 损 失 函 数 中 : 

 )()()( PPBPBPNPNNPN  )( NNBN   , 通过证

明即有   . 只用  , 来定义决策规则, 可得:  

(P): 当 ])[|( xCR 时, 执行决策 )(CPOSx ;  

(B): 当   ])[|( xCR 时 , 执 行 决 策 

)(CBNDx ;                                 (7) 

(N): 当 ])[|( xCR 时, 执行决策 )(CNEGx ;  

决策粗糙集不但引入了概率统计的概念, 而且可

以用一种易于理解的计算方法来确定阈值. 因此, 决

策粗糙集在解决数据分类问题中具有更重要的可操作

价值.  

 

2 三支决策模型语义 
在经典的 Paw lak 粗糙集理论中, 由于正域是只

包含完全确定的规则, 边界域包含的是可能性规则, 

导致了负域恒为空从而失去了实际意义. 但是, 按照

决策粗糙集的理论, 通过两个阈值 、 将论域分成 3

个区域, 分别是决策正域、决策负域和延迟决策边界

域. 在语义上来说, 这样划分出来的三个区域是根据

三个确定的规则得来的, 具有更完整的语义.  

三支决策粗糙集的语义[13]可以描述为: 当 Rx][ 中

X 发生的可能性大于 时, 就把 Rx][ 划分到正域中并

立即执行这个决策; 当 Rx][ 在 X 发生的可能性小于  , 

就把 Rx][ 划分到负域中并拒绝执行这个决策 ; 当
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Rx][ 在X 发生的可能性在 和  之间, 就把 Rx][ 划

分到边界域中并延迟做出决策.  

Yao 提出了一种新的决策语义[14], 即把三支决策

粗糙集中的绝对阈值函数用相对阈值函数取代. 为选

取适当的阈值 、 提供了依据. 

   

3 三支决策融合决策粗糙集模型 
决策粗糙集理论依据贝叶斯期望损失来确定阈值

 、 , 可以非常合理、客观的对论域进行划分. 将三

支决策赋予决策粗糙集新的语义, 可以对边界域样本

进行再处理. 为了提高边界域样本处理的正确性, 将

对延迟决策域运用三支决策理论进一步划分.  

其基本思想是, 将论域运用决策粗糙集理论进行

划分, 得到正域、边界域和负域, 正域和负域中的规则

放入最终的二支决策中. 运用三支决策理论进行迭代

操作. 由于第一次划分是非常客观的, 阈值 、 可以

合理的通过贝叶斯决策确定出来; 第二次为了避免用

主观经验和试凑的方式确定阈值, 本文运用属性的重

要性对边界域进行在处理.   

基于文献[12], 从犯错损失的大小角度, 证明在条

件:  

pp BP NP    且 NN BN PN               (C1) 

BP PP NP BP

PN BN BN NN

   
   

 


                      (C2) 

(C1)、(C2)同时成立的情况下, 三支决策融合决策粗糙

集模型决策方式比 Paw lak-三支决策损失更小, 在条

件(C1)、(C2)下更优.  

    证明: 假设 

1 |{ | Pr |[x] = } |a x U X  （ ）1  

2a  | { | x , Pr |[x] < } |x U X X   （ ）1  

3 |{ | x , Pr |[x] < } |a x U X X     （ ）  

4 | { | x ,0 Pr |[x] } |a x U X X     （ ）  

1 |{ | Pr |[x] =0} |b x U X  （ ）     

2 |{ | x ,0 Pr |[x] } |b x U X X     （ ）  

3 |{ | x , Pr |[x] } |b x U X X     （ ）<  

4 |{ | x , Pr |[x] 1} |b x U X X    （ ） .  

由上述定义, 2 4 4 2b | |a a b U    , 则
2

2 4

a

a b
 ,  

4

4 2

a

a b


 . 由式(4)(5)有: 2 (BN PNa   4)BN b ,  

4 2( )NN BP BNa b     .  

    新模型与 Paw lak-三支决策方式在 ]（0, 和 [ , 1)  

区间内不同, 新模型在这两个区间内的总损失为:  

1 4 4NP PNCost a b     , Paw lak-三支决策在这两个区 

间内的总损失为: 2 2 4( )BP BNCost a a     2 4( )b b  .  

两者总损失相减: 2 1Cost Cost  0.  

因此, Paw lak-三支决策方式比三支决策融合决策 

粗糙集模型决策方式总损失更大, 新模型在条件(C1), 

(C2)下更优, 更合理.  

3.1 三支决策与决策粗糙集融合模型结构 

本首先依据决策粗糙集理论, 在等价关系 R 下, 

利用阈值 、 , 对数据集 C 进行第一次划分:  

(P): 当 ])[|( xCR 时, 执行决策 )(),( CPOSx  ;  

(B): 当   ])[|( xCR 时 , 执 行 决 策

)(),( CBNDx  ;                              (8) 

(N): 当 ])[|( xCR 时, 执行决策 )(),( CNEGx  ;  

定义 4. 属性的重要程度. C 是条件属性集, D 是

决策属性集. C 的子集 'C C 对于 D 的重要程度定义

为:  

'
'

( )
( ) ( )CD C C C
C D  


                (9) 

当 ' { }C a  时, 属性 a C 对于 D 的重要程度为:  

( )( ) ( )CD C C aa D      

将 )(),( CBND  作为延迟决策域, 利用三支决策理

论对延迟决策进行迭代操作, 在每次的迭代操作过程

中, 属性的选取依据属性的重要程度, 选择属性中比

重最大的属性作为依据. 属性A1对于决策属性集 D 的

重要程度定义为:  

11 ( )( ) ( )CD C C AA D                 (10) 

属性粒度信息选择如图 2. 先依据重要性最大的

属性 A1 对决策域进行划分, 将划分结果中的正域和

负域用来支持决策, 结果中的边界域继续作为延迟决

策域, 依据属性 A2 进行划分, 迭代的重复运用三支决

策进行划分, 直至不能再进行划分为止.  

 

图 2  属性粒度信息选择 
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3.2 三支决策与决策粗糙集融合模型算法 

给定一个信息表 ),,,( fVAUS  , U 是论域, A 是

属性集,  DCDCA , , V 是值域, f 是一个映

射函数, C 是条件属性集, D 是决策属性集. 则三支

决策融合决策粗糙集算法 TmD(Three-way Decision 

mix Decision-Theoretic rough set)如下:  

输入: 决策表 ),,,( fVAUS  , 待划分对象x  

输出: 正域 P , 负域 N , 最终延迟决策域 B 

Step1: P={}, B={}, P’={}, B’={};  

Step2: for 1，...，m=i ;  

Step3: 由(5), (6)式确定阈值 、 ;  

Step4: 由(8)式, 遍历 x 并将其划分到 P={}, B={}, 

N={}中;  

Step5: 由(9)式, 按照重要程度将所有属性Ai从大

到小排列, 依次选取 Ai 作为划分依据对 B 进行划分, 

将不满足条件的样本继续保留在延迟决策域 B 中;  

Step6: 当所有属性迭代完成后, 三支决策理论将

延迟决策域中所有对象划分到正域、负域中, 或者延

迟决策域已经不能再进行划分的时候, 得到最终结果

正域P , 负域N 和边界域 B;  

TmD 算法首先将全体对象进行划分, 需要计算每

个对象被划分到 3 个域中的期望损失, 然后按照最小

的期望损失将论域划分成 3 个部分, 复杂度为 )3( nO . 

之后每次在对延迟决策域进行划分, 复杂度同样是

(3 )O n , 有 t 个待决策属性, 复杂度为 (3 )O tn .  

 

4 实验结果与分析 
  根据以上所述, 本文提出的TmD模型可以降低决

策代价, 提高最终二支决策的正确性. 为了证明这一

点, 我们采用了一个对比试验来说明. 该实验的数据

来自于UCI数据库(http:.archive.ics.uci. edu/ml/datasets/ 

Car+Evaluation). 实验采用汽车评估的数据 , 共计

1728 个对象, 每条数据有 6 个属性. 基于粗糙集工具

Rosetta完成, 因为Rosetta所能处理的信息系统的条件

属性的个数有限, 所以本文选用了条件属性的个数较

少的 CarEvaluation 数据集.  

  实验环境为 64 位 Window 7 操作系统, Intel 

3.20GHz主频, 8.00 GB内存. 首先将数据在Excel中进

行分列, 导入到工具软件 Rosetta 中. 由于 6 个属性都

是离散的数据, 只需将数据补全即可. 然后将数据进

行属性约简, 结果如图 3. 生成规则 Generate rules 结

果如图 4. 迭代运用三支决策模型, 遍历本题库求得每

一个属性的比重值, 最后调用 Approximate decision 

class, 按照属性比重的排序依次选取属性作为决策属

性进行划分, 最终结果统计如表 1.  

 

图 3  属性约简结果 

 

 

图 4  生成规则结果 

 

表 1  实验结果对比 

 POS BND NEG 

决策粗糙集 474 722 532 

TmD 742 52 868 

  根据结果可以得出, 属性的重要程度依次为价

格、发动机性能、后备箱、安全性、车门数和乘车人

数. 因为市场上私家车的可乘人数基本是固定的, 乘

车人数又决定了车门数, 所以这两个属性重要程度就

很低. TmD 模型可以有效将粗糙集模型中的边界域进

行再决策, 降低了决策代价, 客观的降低了失误决策

的几率. 为生产厂家来生产何种车型和配置提供了重

要的决策依据.  

  由决策粗糙集与 TmD 模型实验结果对比表中可

以看出, TmD 模型有效的将延迟决策域进行再决策. 

这种新的模型可以进一步减少决策代价, 并提高决策

的准确性, 为最终的二支决策提供了有力的支持, 这

样对于决策者做出正确的决策来说更为有利. 但是再

对边界域进行再处理的时候, 仍不能完全划分成二支

决策, 需要补充更多的相关知识才可以进行划分. 目

前对边界域样本有两种处理方案, 一种是对边界域样

本进行全部处理, 提出了万有引力原则、 距边界最近

原则、距中心最近原则 3 种方法, 这些方法虽然对边

界域样本可以完全划分, 但对边界域样本处理的正确

率较低;  另一种是对边界域样本进行部分处理, 即作

进一步的划分边界域样本满足一定的条件, 这样边界

域中剩余的样本是不满足特定条件的, 提高了边界域

样本处理的正确率, 但不能对边界域进行完全处理. 
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因此对于三支决策融合决策粗糙集模型还需做进一步

研究.  

   

5 结语 
  本文针对 Paw lak 粗糙集理论决策代价较高, 其

派生出的三支决策理对于边界域样本处理的正确率较

低问题, 在对概率粗糙集模型、三支决策粗糙集的理

论、贝叶斯理论的决策过程和决策粗糙集模型进行研

究的基础上, 提出了三支决策与决策粗糙集融合模型, 

实验结果表明, 这种新的三支决策与决策粗糙集融合

模型与传统的决策粗糙集模型相比, 延迟决策域样本

处理的正确率提高, 决策代价降低, 说明该方法是可

行的, 对拓展决策粗糙集理论的应用也有一定的参考

价值.  
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