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半图的计数① 
王庆亮, 孔祥智, 袁志玲 

(江南大学 理学院, 无锡 214122) 

摘 要: 顶点标记半图是用 n 个不同符号标记的半图 G. 通过分析得出只包含不相邻边的顶点标记半图的计数和

包含两个相邻 S 边的顶点标记半图的数目的计算的多种结果. 同时也计算了包含 1 到 8 个顶点的顶点标记半图的

数目.  
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Abstract: A vertex-labeled semigraph is a semigraph whose n-vertices are labeled by distinct symbols. Various results on 

enumeration of vertex-labeled semigraphs containing non-adjacent edges and  the number of vertex-labeled semigraphs with 

two adjacent s-edges are obtained. Also the number of vertex-labeled semigraphs from 1 to 8 vertices is calculated. 
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    半图是 E.Sampatkumar[1]提出的由图[2]推广而来的

离散结构. 半图的很多概念是图论里的概念的推广. 

在半图里, 每条边是 n(n³ 2)元的, 并且任意两条边只

能有一个公共点. 因此很多化学结构和半图类似, 文

献[3,4,5]的作者已经深入地研究了半图, Kamath 和 

S.Hebbar[6]已经给出了支配图理论, 他们深入地研究

了支配临界半图. Venkatakrishnan[7]等人研究了二分半

图理论, 他们给出了二分半图的超支配概念.  

图论最重要的领域之一就是计数 , 它是 Arthur 

Cayley 开创性的工作所取得的成果. 图计数已被广泛

地应用于化学、物理学、生物学、信息论等领域[8-10]. 半

图作为图的推广, 半图的计数在上述领域也同样有应

用价值, 如路径算法[11], 基因组的中关联核苷酸的个

数[12]等.  

 

1  预备知识 
首先我们给出本文所需的一些基本定义. 对于未

给出的定义, 读者可以参考[1].  

 

 

 

定义 1 [1]. 半图 G 是一个二元组 (V, E), 其中 V 是

有 n 个元素的非空集合, V 中的元素称为 G 的顶点, 集

合 E 的元素是若干个连续相邻顶点组成的集合, 称为

G 的边. 对于任意的 n³ 2, 若 G 的边有如下性质:  

SG1: 任意两个边最多只有一个公共点.  

SG2: 两条边 1 2( ; ;... )nu u u 和 1 2( ; ;... )mv v v 相同

当且仅当满足下列条件 

i) m n= 且 

ii) i iu v= 或 1i n iu v - +=  i=1,2,3,…n.  

因此边 1 2( ; ;... )nu u u 和 1 1( ; ;... )n nu u u- 是等价的.  

 
图 1  半图 G 
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设 G=(V, E )是半图且 1 2 1( ; ;... ; )n ne v v v v-= 是 G

的边. 点 1v 和 nv 称为 e 的端点, 用实心点表示, 点

2 1,..., nv v - 称为 e 的中间点, 用空心圆表示. 如果 G 的

一个点 v 是一个边的端点同时又是另一个边的中间点, 

则称点 v 为中-端点, 用一个空心圆圈和它的切线表示.  

例 1. 设 G=(V, E) 是一个半图 ( 图 1), V =  

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 2 3{ , , , , , , , , , }, {( , , ),v v v v v v v v v v E v v v=

3 4 5 5 6 7 8 8 3 4 10( , , ), ( , , , ), ( , ), ( , )}v v v v v v v v v v v , 1 3, ,v v  

5 ,v 8 10,v v 为端点, 2 6 7, ,v v v 为中间点, 4v 为中-端点, 

5v 为孤立顶点.  

定义 2[1]. 如果半图 G 的两个顶点属于同一个边, 

则称这两个顶点是相邻的, 如果这两个点的序号是连

续的, 则称这两个点是连续相邻的. 例如在图 1 中, 

5v 和 7v 是相邻的顶点, 6v 和 7v 是连续相邻的顶点.  

定义 3[1]. 如果半图中两个边有一个公共点, 则称

这两个边是相邻的. 例如图 1 中, 边 1e 和边 2e 是相邻

的, 边 1e 和边 3e 是不相邻的.  

定义 4[1]. 在半图中如果一个边包含 k 个顶点, 则

称这个边的基数为 k. 

定义 5[1]. 如果半图 G 中一个边的基数 k ³ 3, 则

称这个边是 S 边.  

定义6[1]. 如果半图G中的所有顶点用不同的符号

标记, 例如 1 2 1; ;...; ;n nv v v v- , 则称G为顶点标记半图.  

   

2  主要结果与证明 
接下来我们将得到包含不相邻 S 边的半图计数的

各种结论.  

注:在下面的定理中, 当 r> n 时, 
n

r
æ ö
ç ÷
è ø

值为 0.  

定理 1. 只含有一个基数为 k 的 S 边的 n 元(n 个不

同符号标记)顶点标记半图的个数是
!

2

n k
r
æ ö
ç ÷
è ø

.  

证明 : 考虑到 n 元半图只含有一个基数为
(3 )k k n£ £ 的 S 边, 因此还有其余顶点的话, 它们

是孤立点.  

因此, 可以从 n 个符号中选 k 个来标记 S 边的 k

个顶点, 剩下的 n-k 个符号用来标记其余顶点. 这样有

n

k
æ ö
ç ÷
è ø

个选法.  

由于半图里的边是对称的, 选出的 k 个符号可以

给出
!

2
k

个不同标记 S 边的方法. 在半图里, 标记孤立

点的符号的排列是没有区别的.  
因此, 只含一个基数为 (3 )k k n£ £ 的 S 边的顶

点标记半图的个数是 !
2

n k
r
æ ö
ç ÷
è ø

.  

定理 2. 只含有一个基数为 k=n-1 的 S 边, 其余边

的基数为 2 的 n 元顶点标记半图的个数是 

1( 1)! !
2 2 1 3

1 2 2
n kn nn k

k n
n k

-æ ö æ ö-
= = - ³ç ÷ ç ÷-è ø è ø

。 

证明: 考虑到 n元半图G只含有一个基数为 k=n-1

的 S 边, 其余边(如果有的话)的基数为 2.  

于是有
n

k
æ ö
ç ÷
è ø

种方式从 n 个符号里挑出 k 个符号标

记 S 边的 k 个顶点, 最后一个顶点用剩下的符号标记.  

由于半图里的边是对称的, 根据选出的 k 个符号

的排列可以得到
!

2
k

个不同的标记 S 边的方法.  

显然, 在半图中, 我们最多可以在 S边的 k 个顶点

和剩下的 1 个顶点之间添加 l=k(1)=k 个基数为 2 的边.  

如果半图包含q(q=0,1,2,3,…l)个基数是2的边, 于

是这 q 个边可以和 S 边的任意 q 个顶点相邻, 这样有

k

q
æ ö
ç ÷
è ø

种选法.  

因此, 包含 q 个基数为 2 的边和一个 S 边的半图

的个数是
!

2

n kk
k q
æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷
è ø è ø

.  

因此, 包含一个基数为 k=n-1的S边并且其余边基

数为 2 的 n 元顶点标记半图的个数为 
! ! !

0 12 2 2

!
0 1 22

!
2

2
k

n k n k n kk k k
k k k k

n k k k kk
k k

n k
k

æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö
+ + +ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷

è ø è ø è ø è ø è ø è ø
ì üæ ö æ ö æ ö æ ö æ ö

= + + +í ýç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è ø è ø è øî þ
æ ö

= ç ÷
è ø

L

L
 

定理 3. 包含一个基数为3 1k n£ < - 的 S边并且

其余边(如果有的话)基数为2的n元顶点标记半图的个

数为 

( )
2!

2
2

n k
k n kn k

k

-æ ö
+ -ç ÷

è øæ ö
ç ÷
è ø
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证明: 考虑到 n 元半图 G 只包含一个基数为

3 1k n£ < - 的 S 边并且其余边(如果有的话)基数为

2, 显然在 S 边的 k 个顶点和剩下的(n-k)个顶点之间这

样的半图最多可以有 k(n-k)个基数为 2 的边, 在(n-k)个

顶点中基数为 2 的边有
2

n k-æ ö
ç ÷
è ø

个. 因此, 基数为 2 的

边最多有 + ( )
2

n k
l k n k

-æ ö
= -ç ÷
è ø

。 

因此, 包含 q 个基数为 2 的边的半图 G 可以有 l

q
æ ö
ç ÷
è ø

个

不同的方法. 

现在可以用 n

k
æ ö
ç ÷
è ø

种方式从 n 个符号里选 k 个符号

标记 S 边的 k 个顶点并且剩下的符号用来标记其余

(n-k)个顶点. 由于半图的边是对称的, 通过选好的这 k

个符号的排列可以给出
!

2
k

个不同的标记 S 边的方式, 

因此这些 S 边也是不同的 . 于是包含一个基数为

1k n< - 的 S 边和 q 个基数为 2 的边的 n 元顶点标记

半图的个数是 !
2

n lk
k q
æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷
è ø è ø

。 

因此包含一个基数为 k=n-1 的 S 边并且其余 q 个

边(q=0,1,2,3,…l)基数为 2 的 n 元顶点标记半图的个数

为 

( )
2

! ! !
+ + +

0 12 2 2

!
0 12

!
2

2

!
2

2

l

n k
k n k

n l n l n lk k k
k k k l

n l l lk
k l

n k
k

n k
k

-æ ö
- +ç ÷

è ø

æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è ø è ø è ø è ø

ì üæ ö æ ö æ ö æ ö
= + + +í ýç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è ø è øî þ
æ ö

= ç ÷
è ø

æ ö
= ç ÷
è ø

L

L  

定理 4. 包含两个基数为 1 2,k k 1 2(6 k k£ +  

1 2, , 3  ) n k k£ ³ 的不相邻 S 边并且其余边(如果有的

话)基数为 2 的 n 元顶点标记半图的个数是 
1 2

1 2 1 2 1 2( )( )
1 21 2

1 2

! !
2

2 2

n k k
n k k k k k kn n kk k

k k

- -æ ö
+ - - + +ç ÷

è ø
-æ ö æ ö

ç ÷ ç ÷
è ø è ø

 

证 明 : 考 虑 到 包 含 两 个 基 数 为

1 2 1 2 1 2, (6 , ,  3) k k k k n k k£ + £ ³ 的不相邻 S 边 1 2,e e

并且其余边(如果有的话)基数为 2. 显然这样的半图 

i) 在两个 S 边的 1 2k k+ 个顶点和剩下的

1 2n k k- - 个顶点之间可以有 1 2 1 2( )( )n k k k k- - +

个基数为 2 的边,  

ii) 在 1 2n k k- - 个顶点间有 1 2

2

n k k- -æ ö
ç ÷
è ø

个基数

为 2 的边,  

iii) 在 S 边 1 2,e e 之间有 1 2k k 个边,  

因此基数为 2 的边的数目是 

1 2
1 2 1 2 1 2( )( ) ,

2

n k k
l n k k k k k k

- -æ ö
= + - - + +ç ÷
è ø

    

于是包含 q 个基数为 2 的边的半图有
l

q
æ ö
ç ÷
è ø 个.  

现在有
1

n

k
æ ö
ç ÷
è ø

种方法从 n 个符号里拿出 1k 个来标记

S 边 1e 的 1k 个顶点, 有 1

2

n k

k

-æ ö
ç ÷
è ø

种方法从 1n k- 个符号

里拿出 2k 个来标记 S 边 2e 的 2k 个顶点 ,其余的

1 2n k k- - 顶点用余下的符号标记. 由于半图的边是对

称的, 选出的 1k 和 2k 个符号的排列可以给出 1 !
2

k
和

2 !
2

k
种不同标记 S 边 1 2,e e 的方式, 且这些 S 边不同.  

因此包含有两个基数为 1 2,k k 的S边和q个基数为

2 的 边 的 n 元 顶 点 标 记 半 图 的 个 数 是

11 2

1 2

! !
2 2

n n k lk k
k k q

-æ ö æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷ ç ÷

è øè ø è ø
.  

因 此 包 含 有 两 个 基 数 为 1 2,k k 的 S 边 和

q=0,1,2,3,…l个基数为 2的边的 n元顶点标记半图的总

数是 

1 11 2 1 2

1 2 1 2

11 2

1 2

11 2

1 2

11

1 2

! ! ! !
0 12 2 2 2

! !
2 2

! !
0 12 2

!
2

n n k n n kl lk k k k
k k k k

n n k lk k
k k l

n n k l l lk k
k k l

n n kk
k k

- -æ ö æ ö æ ö æ öæ ö æ ö
+ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷

è ø è øè ø è ø è ø è ø
-æ ö æ ö æ ö

+ + ç ÷ ç ÷ ç ÷
è øè ø è ø

- ì üæ ö æ ö æ ö æ ö æ ö
= + + +í ýç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷

è ø è ø è øè ø è ø î þ
-æ ö æ

= ç ÷
è ø

L

L

1 2
1 2 1 2 1 2

2

( )( )
1 21 2

1 2

!
2

2

! !
2

2 2

l

n k k
n k k k k k k

k

n n kk k
k k

- -æ ö
+ - - + +ç ÷

è ø

ö
ç ÷
è ø

-æ ö æ ö
= ç ÷ ç ÷
è ø è ø

     

定 理 5. 设 半 图 G 是 一 个 包 含 基 数 为

1 2 3 1 1 1 1 2 3, , ,..., (3 , , ,..., + + +i ik k k k k k k k n k k k£ £ 且
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...+ = )ik s n£ 的不相邻 S 边并且其余边(如果有的话)

基数为 2, 这样的顶点标记半图的数目是 

1
11 1

1 21 31 2

31 2

(n s)
1 2 1 2

!! !
2 2 2

!
2

2

i i
ml m l

n s
s k k

i i

i

n k kn n k kk k
kk k

n k k k k
k

-

= = +

-æ ö
+ - +ç ÷- è ø

- -- æ öæ ö æ ö
ç ÷ç ÷ ç ÷

è ø è ø è ø

- - - å åæ ö
ç ÷
è ø

L

L
 

证明: 证明和定理 4 相似.  

现在我们陈述包含两个相邻 S 边半图的计数的定

理.  

定理 6. 设 G 是一个包含两个基数为 1k 和

2 1 2 1 2(5 1   , , 3)k k k n k k£ + - £ ³ 的相邻 S 边且其余

边(如果有的话)基数为2的半图, 则这样的顶点标记半

图的个数是 

①
1 2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1 2

1
( 1)( 1)( 1)( 1)

2
1 2

1
12 2 2

  2    ,
n k k

n k k k k k k

nk k k k
k k

k k
- - +æ ö

+ - - + + - - -ç ÷
è ø

æ ö + -æ öæ ö
ç ÷ç ÷ç ÷ + -è øè øè ø

× ¹ 时

 

②

( )

22 1
( 2 1)(2 1) ( 1)

2
1 2

2 1 !1
1

2 12 2 2 2

          2  
n k

n k k k

n kk k
k

k k k
- +æ ö

+ - + - + +ç ÷
è ø

-æ öæ öæ ö æ ö + ç ÷ç ÷ ç ÷ç ÷ -è ø è øè øè ø

× = = 时。

 

利用上面的结论, 可以得到包含至少一个 S 边的顶点

标记半图的个数, 表 1 列出了 3 到 8 个顶点的顶点标

记半图的情况. 

表 1  3 到 8 个顶点的顶点标记半图的个数 

顶点个

数 

半图中

的 S 边个

数 

边/S边的

基数 
半图个数 n 元半图总数 

3 1 3 3 3 

4 1 
4 12 

108 
3 96 

5 1 

5 60 

4860 4 960 

3 3840 

6 

1 

6 360 

1087080 

5 11520 

4 92160 

3 245760 

2 个不相

邻边 
3, 3 92160 

2 个相邻 3, 3 552960 

边 4, 3 92160 

7 

1 

7 2520 

259502040 

6 161280 

5 2580480 

4 13762560 

3 27525120 

2 个不相

邻边 

3, 3 41287680 

4, 3 5160960 

2 个相邻

边 

3, 3 123863040 

4, 3 41287680 

4, 4 3870720 

8 

1 

8 20160 

109505785536 

7 2580480 

6 82575360 

5 880803840 

4 3523215360 

3 5637144576 

2 个不相

邻边 

3, 3 21139292160 

4, 3 5284823040 

4, 4 660602880 

5, 3 330301440 

2 个相邻

边 

3, 3 42278584320 

4, 3 21139292160 

4, 4 3963617280 

5, 3 3963617280 

5, 4 495452160 

6, 3 123863040 

  尽管半图的计数具有广阔的应用前景及众多研究

课题, 但该研究尚处于起步阶段, 本文仅给出顶点标

记半图计数的结果及计算出含有 1 到 8 个顶点的顶点

标记半图的数目, 由于研究的复杂性, 本文我们只计

算只包含不相邻边的顶点与包含两个相邻 S 边的顶

点的半图的计数, 为以后的深入研究提供参考, 同时

这将推动半图的应用研究.  
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