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摘　要: 随着数字图像处理技术的高速发展, 图像恢复被广泛应用于医学领域、军事领域、公共防卫领域及农业气

象领域. 本文综合 TVL1、ROF、STVL1(Squares TVL1)、SHI模型, 提出了非凸非光滑关于脉冲噪声去除模型, 并
使用变量分离技术的 ADMM算法对模型进行求解, 通常情况下, 基于梯度的方法不适合非光滑优化, 半二次 (half-
quadratic)和重权最小二乘算法 (IRLS)在零点不可微分情况下不能应用到非光滑函数上, Graduated NonConvexity
(GNC) algorithms跟踪非光滑和非凸的最小值沿着一系列近似的非光滑能量函数的势能, 需要考虑其计算时间. 为
了处理模型的非凸非光滑项, 本文应用多阶凸松弛方法对模型的子问题进行求解, 虽然该方法仅导致原始非凸问题

的局部最优解, 但该局部解是对初始凸松弛的全局解的改进. 此外, 因为每个阶段都是凸优化问题, 所以该方法在计

算上是高效的. 利用遗传算法对模型参数进行选择, 通过在不同图片及不同噪声上的大量实验表明, 该模型的鲁棒

性、运行时间和 ISNR、PSNR都优于其他三个模型. 并且该模型能够保持图像的局部信息具有更好的可视化质量.
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Abstract: With the rapid development of digital image processing technology, image recovery has been widely used in
the fields of medicine, military, public defense, and agro-meteorology. This study integrates TVL1, ROF, Squares TVL1
(STVL1), and SHI model, proposes a non-convex and non-smooth model for removing impulse noise, and uses a variable
separation technique ADMM to solve the model. In general, gradient-based methods are not suitable for non-smooth
optimizations. Half-quadratic and Iterative Reweighted Least Squares (IRLS) algorithms cannot be applied to non-smooth
functions when the zero point is non-differentiable. For non-convex non-smooth terms, Graduated NonConvexity (GNC)
algorithms track non-smooth and non-convex minimums along the potential energy of a series of approximate non-smooth
energy functions and need to consider their computational time. So in order to deal with non-convex non-smooth terms of
the model, the multi-step convex relaxation method is used to solve the subproblem of the model. Although this method
only leads to the local optimal solution of the original nonconvex problem, the local solution is an improvement over the
global solution of the initial convex relaxation. In addition, because each stage is a convex optimization problem, this
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method is computationally efficient. The genetic algorithm was used to select the parameters of the model. Through a
large number of experiments on different pictures and different noises, the robustness, running time, ISNR and PSNR of
the model were better than the other three models. And this model can maintain the local information of the image with
better visual quality.
Key words: image restoration; non-convex optimization; ADMM; image processing; multi-step convex relaxation
optimization method

 

在计算机视觉与图像处理工作中, 图像恢复是该

领域的一个重要问题之一, 在过去的几十年里, 该问题

得到了广泛的研究[1–7]. 在现实生活中, 由于数字图像

含有丰富的科学信息, 所以图像处理已经被应用到人

类生活的方方面面. 例如: 在医学领域, 通过图像处理

技术, 研究人员可以通过图像去燥算法把一幅受噪声

污染或者信息缺失的图像从中恢复出来, 从而提供清

晰的图像帮助医生做出准确地医学诊断, 从而实现实

际意义的“精准医疗”. 在自然保护区领域, 研究学者可

以通过对相关保护区域遥感图像的分析, 进行濒危物

种的保护, 从而帮助自然保护工作者做出精准决策. 在
气象农业领域, 通过对遥感图像进行去燥处理, 从而可

以对其进行图像分析, 可以对土地覆盖分类、植被分

布、病虫害防治等做出辅助决策. 在现实生活的图像

处理技术中, 图像的质量是任何研究的重点, 图像去燥

就是提高图像质量的重要环节.

1   图像恢复概述

Ω

f :Ω→ R

f u

n

基于变分图像去燥算法可以有如下的表达式, 设
为一个具有紧支撑集的 Lipschitz 边界的有界开集.

从实验统计可得观察到的图像 , 给定一幅观

察到的图像 (含噪声), 可将其可分解为真实图像 和外

加噪声 部分, 使得:

f = Au+n (1)

A n其中,  有可能是单位算子和模糊算子.  为脉冲噪声

如 (椒盐噪声), 在图像变换和图像传感过程中由于像

素被腐蚀从而导致脉冲噪声的出现. 由于图像恢复是

一个变态问题, 但是, 在通常情况下图像会受到两种或

两种以上的噪声污染, 所以在图像恢复处理过程中, 相
关学者常常通过添加正则约束的手段处理此问题. 在
处理过程中一般用 L2-范数数据保真项来拟合高斯噪

声, 通常用 Lp(p=0, 1)-范数数据保真项来模拟脉冲噪

声, 从而高斯噪声通常通过如下的万能表达式来拟合:

u = argmin
u

{
∥f −Au∥22+λR (u)

}
(2)

R (u)其中,  为正则项, 我们也可以用相关的万能公式对

脉冲噪声加以拟合, 其中, 公式如下:

u = argmin
u
{∥f −Au∥0 or 1+λR (u)} (3)

著名的正则方法是变分正则[8], 其中凸变分正则要

求该模型算法解存在并且唯一. 在最近几年中, 人们为

了得到恢复后的图像能保持更多的图像细节信息, 从
而相关学者尝试应用非凸非光滑优化正则方法, 来保

持图像的细节信息. 例如: 在变分框架和统计学习框架

中, 相关学者引入了非凸非光滑优化[9,10], 如文献[11,12]
对该现象给出了数值例子, 文献[13]对该现象给出了理

论解释.
在过去的几十年中, 相关学者对非凸非光滑优化

正则方法, 提出了许多数值解法, 如最小二次方重权迭

代法[11], 半二次算法[14] 等. 在本文中, 我们利用非凸非

光滑优化来对脉冲噪声进行去除处理. 为了处理非凸

非光滑性, 本文采用了多阶凸松弛方法对模型进行求

解 [ 15 ] ,  从其数值例子可以看出 ,  其近似解比标准的

L1 凸或者 L1 凸松弛方法的逼近解好了许多, 虽然该

方法仅导致原始非凸问题的局部最优解, 但该局部解

是对初始凸松弛的全局解的改进. 此外, 因为每个阶段

都是凸优化问题, 所以该方法在计算上是高效的.

2   相关工作

f u
从著名的贝叶斯 (MAP) 模型出发, 对于观察到的

图像 , 真实图像 可以通过如下的贝叶斯 (MAP) 估计

得到, 其估计公式如下:

û = argmax
u

p (u|f) (4)

f u

x ∈Ω
在求解过程中把观察到的图像 和真实图像 看作

两个随机变量, 对任意的 .
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利用贝叶斯法则, 可以得到如下表达式:

û = argmax
u

p (u|f)

= argmax
u

p (f|u) p (u)
p (f)

= argmin
u
− log(f|u)− log(u)

= argmin
u
−
∫
Ω

log p (f (x) |u (x))dx− log p (u)

(5)

f例如, 假设观察到的图像 只受到脉冲噪声的污染,
如前面 (3)所述, 我们可以用 Lp(p=0, 1)-范数数据保真

项对脉冲信号进行拟合, 例如若选择 p=1, 可得到 L1-
范数, 其对应的万能公式如下:

û = argmin
u
∥f −u∥21+ p (u) (6)

u其中, 我们假设 服从如下的 Gibbs先验[16]:

p (u) = exp

−γ
∫
Ω

ϕ (u (x))

dx (7)

ϕ ϕ (u (x)) =

∥∇u (x)∥1 ∇u (x) =
(
∇xu,∇yu

)
u

ϕ (u (x)) u

其中 为一个给定的非负函数 ,  若选择

,  其中 ,   为矩阵 的梯度 ,

为 的总体变分, 这就是著名的 TVL1[17]模型,
为了提高图像恢复后的质量, Cai等人[18]提出了如下的

相似模型:

û = argmin
u

{
γ1

2
∥f −Au∥22+

α

2
∥∇u (x)∥22+ ∥∇u (x)∥1

}
(8)

γ1 α其中,  和 为大于零的权参数.
由于 L1-范数能很好的拟合脉冲信号, 所以为了有

效的去除脉冲信号, L1 数据保真项在如下的文章中被

广泛使用[19–21], 例如: 基于 TVL1 模型, 相关学者提出

了如下的脉冲信号去除模型 STVL1 (Squares TVL1):

û = argmin
u

{
γ1

2
∥f −Au∥1+

α

2
∥∇u (x)∥22+ ∥∇u (x)∥1

}
(9)

为了去除混合噪声, Shi[7]联合了式 (8)、(9) 提出

了如下的去燥模型:

û = argmin
u


γ1

2
∥f −Au∥1+

γ2

2
∥f −Au∥22

+
α

2
∥∇u (x)∥22+ ∥∇u (x)∥1

 (10)

但是, 这些模型虽然能去除脉冲噪声, 但是还有很

大的提升空间, 所以我们基于以上的几个模型, 提出了

如下的脉冲噪声去除模型:

û = argmin
u

{
λ∥f −Au∥1+

α

2
∥∇u (x)∥22+ p (u)

}
(11)

其中,

p (u) = exp

−γ
∫
Ω

ϕ (u (x))

dx =
∫
ϕ (|∇u|)dx (12)

ϕ为 Gibbs 先验, Gibbs 先验中我们选择 为如下的

非负函数:

ϕ (t) = arctan
(

1+2ρ |t|
√

3

)
− π

6
(13)

3   模型求解

我们利用变量分离技术和 ADMM 方法[10,22]对模

型进行求解,同时为了处理非凸非光滑正则项, 我们应

用了多阶凸松弛方法对模型进行求解, 虽然该方法仅

导致原始非凸问题的局部最优解, 但该局部解是对初

始凸松弛的全局解的改进. 此外, 因为每个阶段都是凸

优化问题, 所以该方法在计算上是高效的.
h = f −Au,∇u = d引入中间变量,  , 得到如下有约

束优化问题:
min
u,h,d

λ
∫
Ω

|h|dx+
α

2
∥∇u∥22+

∫
Ω

ϕ (|d|)dx


s.t. h = f −Au,∇u = d

(14)

求解 (14)等价于求解如下的无约束问题:(
uk+1,hk+1,dk+1

)
=

argmin
u,h,d


λ
∫
Ω

|h|dx+
α

2
∥∇u∥22+

∫
Ω

ϕ (|d|)dx+

γ1

2

∥∥∥h− (f −Au)−bk
1

∥∥∥2
2+
γ2

2

∥∥∥d−∇u−bk
2

∥∥∥2
2


(15)

b1,b2其中,  为拉格朗日乘子,

bk+1
1 = bk

1+
(
f −Auk+1

)
−hk+1 (16)

bk+1
2 = bk

2+∇uk+1−dk+1 (17)

3.1   u-子问题

u通过变量分离技术可以得到如下关于 子问题,

uk+1 ∈ argmin
u


α

2
∥∇u∥22+

γ1

2

∥∥∥h− (f −Au)−bk
1

∥∥∥2
2

+
γ2

2

∥∥∥dk −∇u−bk
2

∥∥∥2
2


(18)

uk+1优化值 满足如下的欧拉拉格朗日方程:

(α+γ2)∆u+γ1ATAu=γ1AT
(
h− f −bk

1

)
+γ2div

(
dk −bk

2

)
(19)

可以利用高斯赛德尔迭代或者 FFT对上式进行求
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解. 这里选择 FFT对上式进行求解, 求解结果如下:

uk+1 = F −∞
γ1F

(
AT

(
h− f −b∥∞

))
+γ∈F

(
⌈⟩⊑

(
d∥−b∥∈

))
γ1F

(
ATA

)
+ (α+γ∈)F (·)


(20)

3.2   h-子问题

h-子问题可以通过如下收缩算子求解:

hk+1 = shrink
(
f +bk

1−Auk+1,
λ

γ1

)
(21)

shrink (s, t)

α ∈ [0,1]2

其中, 收缩算子定义如下:  为收缩算子 [23],
对任意点 有

shrink (sα, tα) =
sα
|sα|

max(|sα| − tα,0) (22)

3.3   d-子问题

dk+1通过变量分离技术, 为了得到 , 我们需要求解

如下的非凸优化问题:

min
d

{∫
ϕ (|d|)dx+

γ2

2
∥d− s∥22

}
(23)

s = ∇uk+1+bk
2其中,  , 为了处理非凸项, 本文利用了文献

[15]的多阶凸松弛技术对式 (23) 求解, 直接利用文献

[15]的结果, 可以得到式 (23)的近似解:

dk+1,l+1 = shrink
(
s,

vk+1,l

γ

)
(24)

其中,

vk+1,l+1
1 =

1(
1+ρ

∣∣∣dk+1,l+1
∣∣∣)2 (25)

为了检验对脉冲噪声的去噪效果, 设计了如下算法 1.

算法 1. 脉冲噪声去除算法

λ,α,γ1,γ2>0 u0= f ,h0=b0
1=0,d0=b0

2=0,v=11) 初始化: 设 k=0, 选择 ,  ;

While “not converged” do
uk+1 uk+12) 计算 : 用 (20)FFT或者 Gauss-Seidel计算 ;

hk+1 hk+13) 计算 : 用 (21)计算 ;
dk+1 dk+14) 计算 : 用 (24)计算 ;

5) 间乘子更新:

bk+1
1 =bk

1+
(
f−ATuk+1

)
−hk+1.,

bk+1
2 =bk

2+∇uk+1−dk+1.

End while

4   实验分析

本节中, 我们对该模型有效性进行了实验. 首先我

们使用遗传算法选择模型的最优参数, 然后我们在多

个不同噪声图像上与其他模型的去噪声效果进行比较.
但是遗传算法可能陷入局部极值, 所以我们对本文防

止遗传算法陷入局部极值做了如下的处理. 因为, 产生

局部收敛的原因之一是群体中多样性过早的减少, 使
得遗传算法的搜索空间大大减少, 虽然到现在为止遗

传算法对参数选择的控制还没有理论指导, 但是我们

可以用以下方法加以改进, 在计算多样度时, 保证群体

中所有个体在某一基因位取相等值的个数不小于一定

阈值, 才允许多样度的计算有贡献.
本次实验中我们与 TVL1, ROF 以及论文 SHI 中

的方法进行了比较, 使用的图片有 Lina, Cameraman,
parrots, parrots. 本次实验主要比较了图像去燥之后的

ISNR, PSNR 值如下:

PS NR = 20log10
255mn
∥ũ−u∥2

(26)

IS NR = 10∗ log10

∑
i, j
(
ui, j− fi, j

)2

∑
i, j
(
ui, j− ũi, j

)2 (27)

4.1   参数选择

该部分, 我们主要讨论如何对参数进行选择, 在我

们提出的模型算法中, 共有 5个参数需要进行选择. 通
常参数选择的方法有两种: 第一种是通过实验人员的

经验来设置[19–21]; 第二种方法是固定几个参数的值, 修
改其他参数的值来获得最优参数[7].

本次实验中, 我们使用了遗传算法来寻找最优的

参数. 在我们的模型中, 需要选择的参数是 (a, b, c,
d,…), 其中 (a>0, b<0, d>0). 我们的目标是在参数空间

中选择一个最优点. 为此, 我们假设最优点为使得在训

练集 P上的平均 ISNR 值最大的参数, 遗传算法的目标

函数为: 
P = {p1, p2, · · · , pn}
O (a,b,c,d) =

∑
p∈P

IS NR (M (p|a,b,c,d)) (28)

其中, pi 为训练集中的图片, a, b, c, d 为需要选择的模

型参数 ,  M 代表提出模型 ,  O 为遗传算法的目标

函数.
在遗传算法中, 我们设置染色体个数为 20 条, 遗

传率为 85%, 繁殖代数为 400. 根据运行结果, 我们选

择的最优参数为:

α = 1.7,γ1 = 15,γ2 = 0.3,λ = 3,ρ = 0.32. (29)

本文中, 我们对不同模型在纯脉冲噪声图像上的
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的去燥效果效果进行比较. 其中脉冲噪声主要考虑了

椒盐噪声, 噪声 level分别为 0.01, 0.1, 0.4, 其中 4种模

型对不同级的椒盐噪声图像去燥的 ISNR、PSNR 结果

如表 1所示, 去燥后的图片如图 1所示.
 

表 1     本模型与其他经典模型对脉冲噪声去燥效果指标对照
 

image 方法
SP0.01 SP0.1 SP0.4

PSNR|ISNR|TIMES PSNR|ISNR|TIMES PSNR|ISNR|TIMES

Lena

Ours
SHI[7]

TVL1[17]

ROF[8]

16.79|90.17|1.91
11.53|84.91|25.89
3.86|77.24|6.98
0.67|74.05|0.66

19.62|83.22|1.89
17.08|80.68|23.3
12.87|76.47|6.36
8.49|72.09|0.31

18.34|75.93|1.69
14.6|72.19|21.13
15.99|73.58|6.14
9.47|67.06|0.34

cameraman

Ours
SHI[7]

TVL1[17]

ROF[8]

8.06|81.23|1.61
5.91|79.07|28.5
0.13|73.3|6.83
–1.03|72.14|0.31

14.81|78.01|1.73
13.51|76.71|27.13
9.58|72.78|7.3
7.3|70.51|0.36

15.01|72.24|1.81
13.41|70.65|23.5
3.61|70.84|7.44
8.15|65.38|0.28

parrots

Ours
SHI[7]

TVL1[17]

ROF[8]

13.21|86.57|1.83
10.2|83.55|25.19
1.67|75.03|6.14
0.68|74.04|0.27

18.47|81.75|1.88
17.02|80.3|25.03
11.11|74.39|7.3
8.6|71.88|0.38

17.23|74.56|1.75
14.76|72.08|21.03
14.86|72.18|6.88
8.79|66.11|0.44

boats

Ours
SHI[7]

TVL1[17]

ROF[8]

20.91|94.69|1.7
12.79|86.57|24.48
2.94|76.72|7.27
–0.26|73.53|0.23

20.07|83.61|1.77
17|80.54|22.28
12.33|75.86|7.64
8.14|71.68|0.33

18.35|75.89|1.64
13.98|71.52|21.31
15.48|73.02|7.66
9.28|66.82|0.25

 
 
 

(a) Ours (b) SHI (c) TVL1 (d) ROF 
图 1    模型对脉冲噪声去燥效果图

5   总结与展望

本文综合 TVL1、ROF、模型 STVL1(Squares
TVL1)、Shi-模型, 提出了非凸非光滑关于脉冲噪声去

除模型, 并使用变量分离技术的 ADMM算法对模型进

行求解, 为了处理模型的非凸非光滑项, 本文应用了多

阶凸松弛方法对子问题进行了求解, 利用遗传算法对

模型参数进行选择, 通过在不同图片及不同噪声上的

大量实验表明, 该模型的鲁棒性、运行时间和 ISNR、
PSNR都优于其他三种模型. 并且该模型能够保持图像

的局部信息具有更好的可视化质量.
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