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摘　要: 基于对称三对角矩阵特征求解的分而治之方法, 提出了一种改进的使用MPI/Cilk模型求解的混合并行实

现, 结合节点间数据并行和节点内多任务并行, 实现了对分治算法中分治阶段和合并阶段的多任务划分和动态调

度. 节点内利用 Cilk任务并行模型解决了线程级并行的数据依赖和饥饿等待等问题, 提高了并行性; 节点间通过改

进合并过程中的通信流程, 使组内进程间只进行互补的数据交换, 降低了通信开销. 数值实验体现了该混合并行算

法在计算效率和扩展性方面的优势.
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Abstract: Divide and conquer algorithm is widely used for tridiagonal matrix eigenproblems while computing efficiency
and storage limitation are always bottlenecks for large scale problems. In this study, the proposed eigenproblem algorithm
based on hybrid parallel paradigm with MPI/Cilk optimizes the divide and conquer algorithm both at data and task levels.
The introduced task-based parallelization mechanism inside computing nodes solves the problem in data dependence and
thread starvation by directed acyclic graph model. By coarse-grained partition of tasks the overhead of data
communication among MPI nodes is also optimized, which helps to improve load balance. The numerical test is carried
out and the result is compared with the pure MPI and MPI/openMP parallel algorithm, which shows the performance and
efficiency of the algorithm.
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对称矩阵的特征求解问题在科学计算领域普遍存

在, 包括计算物理、计算化学、结构力学、纳米材料

等前沿学科. 通常的处理方法是先通过正交变换把原

矩阵化为三对角矩阵, 如使用 Householder 或 Givens

方法, 再求解三对角阵的特征值和特征向量, 然后映射

回原矩阵的特征值和特征向量. 三对角阵的特征求解
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算法有很多种, 常见的有 QR 法、二分法、MRRR 方

法和分而治之方法等等. 由于 QR 法和二分法求解特

征向量时往往需要显式的正交过程 ,  时间复杂度为

O(n3), 常用于中小规模矩阵的特征求解. 而分治法和

MRRR 法能避免这一过程, 分治法的平均时间复杂度

仅为 O(n2.3), 其分而治之思想对于大规模矩阵特征问

题的并行求解求解有着天然的优势.

分而治之求解对称三对角矩阵特征问题的算法最

早由 Cuppen提出[1], 后M. Gu和 S. C. Eisenstat等人作

出改进, 提高了该算法求解的特征向量的正交性[2], 使

得该算法能够在实际求解中应用. 该算法采用分而治

之思想, 将原矩阵划分为若干子矩阵, 先求出子矩阵的

特征分解, 再通过修正计算, 逐级合并子矩阵的结果,

回代得到原矩阵的特征分解. 分治法具有很强的灵活

性 ,  适合大规模三对角矩阵特征问题求解的并行化

求解.

分治算法的并行化工作很早就开始展开[3–5], 如基

于分布式存储的 MPI 进程级并行, 基于共享内存的

openMP 线程级并行, 还有基于 SMP 的 MPI/openMP

混合并行等模型. 并行化的实现主要基于数据并行的

考量, 通过划分数据到多个核或节点上计算, 在负载均

衡的条件下能取得较好的并行效果. 但对于分治和递

归类的场景, 当数据依赖呈现复杂的网状结构时, 难以

实现理想的负载均衡效果.

基于任务的并行编程模型按照功能将一个应用划

分成多个能并行执行的模块, 可以是细粒度的, 也可以

是粗粒度的 .  常见的任务并行模型有 TBB,Cilk 和

SMPSS 等, 使用这些模型时无需关心任务的具体分配

和调度细节.

Cilk 作为一个基于任务的并行编程模型, 为共享

内存系统提供了一个高效的任务窃取调度器, 适合用

来为分治和递归类算法实现高效的多核任务并行. 对

于并行编程, Cilk 为串行程序的并行化提供了向量

化、锁、视图等机制[6], 通过关键字来声明操作, 改造

后的代码具有语义化、可读性强的特点.

1   分治算法求解的基本原理

1.1   矩阵划分

对任意 n阶实对称三对角矩阵 T, 基于秩 1修正从

第 k行作如下划分:

T =
(

T1 βekeT
1

βe1eT
k T2

)
=

(
T ′1 0
0 T ′2

)
+β

(
ek
e1

) (
eT

k eT
1

)
(1)

其中, T'1, T'2 是三对角子矩阵块, ek 代表第 k个元素为

1 的单位向量, 元素 β是 T的第 k个副对角元素. 为使

修正矩阵元素一致, 对 T1 的末位元素和 T2 的首元素都

减去了相同的元素.

分治过程一般采用折半划分, 对于划分后的矩阵

T', 若规模未达到指定阈值, 则继续划分.
1.2   分治法求解过程

若划分后的子矩阵规模达到设定阈值, 调用 QR
或者其他算法得到子矩阵 T’1, T’2 的特征值分解:

T ′1 = Q1D!Q1
T,T ′2 = Q2D2Q2

T (2)

令修正向量

z = diag(Q1,Q2)T
(

ek
e1

)
, (3)

则矩阵 T的特征分解如下:

T =
(

Q1 0
0 Q2

)[(
D1

D2

)
+βzzT

](
Q1 0
0 Q2

)T

= Q
(
D+βzzT

)
QT. (4)

令 D+βzzT=W, 因为 diag(Q1, Q2) 为正交矩阵, 所

以 T 和 W 相似有相同的特征值 ,  求 T 的特征分解

T=QΛQT, 可以通过先求出 W的特征分解: W=PΛPT, 再

令 Q=diag(Q1, Q2)P, 即可求得 T的特征分解.

对于 W的特征分解, 需要根据划分后矩阵的特征

值和原矩阵特征值之间的间隔性[7], 通过求解对应的

secular方程 (3):

1+β
∑

i

x2
i

di−λ
= 0,di = Dii (5)

得到相应的的特征值 λ. 文献[6]讨论了方程 (3)根

的分布特性和解法, 在特征区间内使用牛顿法或拉格

朗日法迭代逼近区间内的特征值, 线性时间内即可收

敛. 解出所有的特征值后, 再通过式 (D−λI)−1x[1]求得每

个特征值对应的特征向量, 回代到式 (1)中得到 T的特

征分解.

整个求解过程在逻辑上可看作树型结构, 在叶子

结点上进行特征求解, 在非叶子结点上进行特征合并.

2019 年 第 28 卷 第 9 期 http://www.c-s-a.org.cn 计 算 机 系 统 应 用

Research and Development 研究开发 247

http://www.c-s-a.org.cn


1.3   注意事项

文献[5]中指出合并过程中如果 D的主对角线上

出现了相同的元素或者 z向量中出现 0 元素时, 在迭

代前进行 deflation操作可以避免特征区间内迭代不收

敛的情况. 通过 Givens 正交旋转变换, 部分特征值和

特征向量就能原地得到. 如果求得的特征值前后过于

接近, 按原方法求得的特征向量会丢失正交性, 文献

[8,9]讨论了特征值间隔过小时的特征向量的求法, 避
免了显式正交过程. 文献[2]根据特征问题的反问题给

出了特征向量的改进求法, 保证了计算结果的正交性.

2   分治算法的并行化

2.1   节点内并行实现

单节点内求解三对角矩阵块的特征分解主要包含

两个过程, 分别是求出最小划分矩阵的特征分解以及

逐步合并特征值和特征向量. 由于每个子矩阵的特征

计算以及同级子矩阵之间的合并过程是相互独立的,
下面结合 Cilk模型给出递归实现的分治算法在单节点

多核环境下的并行化算法.

算法 1. 分治算法基于 Cilk的节点内并行

1) 判断输入矩阵的规模, 如果矩阵规模小于等于设定 阈值, 执行 2);
否则执行 3);
2) 调用特征求解算法进行特征分解, 返回结果;
3) 划分矩阵 T得子矩阵 T1, T2, 通过 Cilk 执行任务划分, 并行地对

T1, T2 递归调用步骤 1), 求出子矩阵的特征值和特征向量后, 进行排

序和迭代逼近等操作合并子矩阵的特征值和特征向量, 得到 T的特

征分解, 返回结果.

Cilk 在程序递归执行过程中不断划分新的任务,
产生 Cilk线程去处理, 并把其分配到空闲的核上, 和父

线程并行执行. 一个 Cilk 任务是在同步、生成新线程

或返回结果之前执行的最长序列化指令集或代码段[10].
求解过程中, 递归调用 T1 之前的过程可看作任务 A, 递
归调用 T2 的过程可看作任务 B, 同步及合并过程可看

作任务 C. 现假设程序只进行了四次嵌套调用, 则全局

任务划分后生成的任务流如图 1所示.
2.2   多节点混合并行实现

实现分治算法的多节点并行, 需要先把原始矩阵

按逻辑树结构划分成小的子矩阵分发到叶子结点上进

行初步计算, 然后通过 MPI 通信汇总每棵子树的计算

结果, 把整理后的结果重新发送到子结点进行合并操

作, 重复此过程, 直到返回到树的根结点. 为了减少进

程间通信, 充分利用 Cilk任务并行机制, 需要对原矩阵

进行较粗粒度的划分, 以榨取单节点处理器的计算性能.

4

3

2

3

1

1 1 1

任务 B 任务 C

1

任务 A

 
图 1    分治算法的任务并行流程

 

对于 n阶对称三对角矩阵 T在 N个进程上的特征

求解, 假设 N=2k, n=2 j, 算法初始时把原矩阵划分为

N个子矩阵, 每个子矩阵阶数为 2j–k, 下面给出分治算

法在多节点上的混合并行实现.

算法 2. 分治算法基于MPI/Cilk的节点间并行

首先, 对于划分到 N个进程上的每个初始子矩阵, 调用算法 1 求出

各部分特征值和特征向量;
接着, 进行 p轮循环 (p对应逻辑树的高度). 每轮循环先把进程分组

并确定主控进程. 每个MPI进程根据自己的进程类别按序选择执行

下列步骤:
1) 组内进程通过互补通信交换求得的局部特征向量矩阵, 接着向主

控进程发送本进程求得的局部特征值和拼接的修正向量;
2) 主控进程收集所有组内进程求得的局部特征值进行排序, 并保留

排序后的位置索引数组, 并根据此数组将修正向量排序, 将排好序的

特征值和修正向量划分到组内各进程;
3) 组内进程接收主控进程发送过来的排好序的部分特征值和修正向

量, 求解 secular方程和特征向量;
4) 各组内进程按列执行分块矩阵乘法, 更新当前轮循环的部分特征

向量矩阵, 接着执行下一轮循环.

2.3   算法分析

图 1 最上方左面对应递归的最外层, 每个出度大

于 1的结点都会派生出新的 Cilk线程, 执行新的任务.
程序执行过程产生的所有的 Cilk线程数为图 1中节点

数, 关键路径长度为图 1中虚线部分路径长度. 程序的

并行性为 Cilk 线程数与关键路径长度之比, 执行时间

大于等于所有任务平均到每个核上运行的时间和关键

路径上任务运行花费的总时间.
算法 2 中在对特征值进行排序后, 同时记录排序

后各位置元素的原来位置的索引, 避免对特征向量重

复排序, 方便下一轮特征向量的计算. 在第 p轮循环中,
从 0 号进程开始每 2p+1 个进程分为一组, 每隔 2p+1 个
进程被选为选为主控线程. 更新局部特征向量矩阵时,
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为了减少数据通信开销, 避免主控进程进行统一收发,
使组内进程间只进行必要的局部特征向量的互补交换,
然后按列执行分块矩阵乘法, 分别计算更新的特征向

量矩阵的部分, 通信量为 O(n2/N).
算法 1和算法 2中的合并过程涉及大量计算密集

型操作, 占据程序执行的主要时间, 可以使用 Cilk提供

的数据并行机制加速. Cilk 通过数据划分形成一个个

可供调度的线程级任务并行执行, 通过基于贪心策略

的任务窃取方式执行调度: 当一个核完成自己的任务

而其它核还有很多任务未完成, 此时会将忙的核上的

任务重新分配给空闲的核.
由于在迭代计算不同特征值的近似值时, 所执行

的迭代次数可能不同, 均匀分配任务可能导致线程间

的负载不平衡. Cilk 通过工作密取机制从其他线程获

取一部分工作量, 能够避免单核上出现任务过载和饥

饿等待的问题, 同时能将密取的次数控制在最低水平,
减少密取带来的性能开销. 若单节点内划分的数据粒

度适当, 就能利用 Cilk 机制充分发挥多核处理器的计

算和调度能力, 得到较好的负载均衡.

3   实验结果与分析

我们在中科院“元”超算上的 cpuII 计算队列进行

了数值实验, 节点上搭载的是 Intel E5-2680 V3 芯片,
每块芯片包含 12 颗主频为 2.5 GHz 的计算核心. MPI
程序使用 Intel mpiicpc编译并链接到 Cilk Plus运行时.
实验对象是 30 000 阶主对角元素是 4, 副对角元素是

1 实对称三对角矩阵. 矩阵划分求解的规模阈值设为

200 阶, 实验最终求出全部特征值和特征向量 (通过环

境变量设置每个节点使用 2~12 个 Cilk 线程进行

实验).
表 1 是 MPI 模型与 MPI/Cilk 混合模型在 4~128

个核、2~12个 Cilk线程参与计算下所用时间汇总. 从
表中可以看出, 相同计算条件下 MPI/Cilk 混合并行计

算时间要少于纯MPI方法, 而随着参与计算的 Cilk线
程数的增加, 计算用时也越来越少, 这表明当计算任务

密集时, 计算效率随着可供调度的线程的增加而增加.
当参与计算的 Cilk线程数超过 10时, 对于当前规模的

矩阵计算获得的加速提升效果逐渐变得有限, 这是因

为 Cilk 是基于贪心策略执行调度的, 当任务粒度较小

时不会频繁的执行任务窃取, 从而减小系统开销. 而在

较少节点参与计算时, 获得的加速效果较为明显, 这说

明对数据进行粗粒度划分时能取得较好性能.
图 2 是 MPI 模型和 MPI/Cilk 模型在不同参数下

的加速比变化趋势曲线 (已测出在单节点单线程环境

下的平均串行时间为 880 秒左右). 可以看出, 随着参

与计算的核数和 Cilk 线程数增加, 三条曲线的上升趋

势都逐渐变得平缓, 出现这种现象的原因主要为计算

任务粒度变细和进程间通信开销增加导致的. MPI/Cilk
方法的曲线在一开始上升较快, 随着进程数的增加, 计
算任务粒度逐渐减小, 加速效果也随之下降, 但仍比纯

MPI 方法变缓得更慢. 这表明 MPI/Cilk 方法的并行效

果要优于纯MPI方法, 拥有更好的可扩展性. 随着可供

调度的核数增多, 使用更多的 Cilk 线程数参与计算能

获得更好的计算性能, Cilk 动态调度的优势也渐渐体

现了出来.
表 2 给出了 MPI/Cilk 模型 (使用 8 个 Cilk 线

程)同 ELPA、ScaLAPACK软件包实现的分治算法求

解 30000 阶矩阵特征的计算时间比较 .  ELPA 和

ScaLAPACK 是求解线性代数问题领域中应用广泛的

并行软件包. 从表中数据可以得出, 当参与计算的核数

较少时, MPI/Cilk 方法与 ELPA、Scalapack 中分治算

法计算用时接近, 随着参与计算的核数增多, MPI/Cilk
方法、ELPA 方法与 ScaLAPACK 方法的计算性能逐

渐拉开, 但本文的 MPI/Cilk 方法与 ELPA 方法的扩展

性仍然存在着一定差距. 这是由于 ELPA 按照块级循

环分布矩阵, 实现了对计算流程的更细粒度的控制.
 

表 1     MPI模型和MPI/Cilk模型运行时间
 

核数
时间 (秒)

MPI/Cilk(12 threads) MPI/Cilk(10 threads) MPI/Cilk(8 threads) MPI/Cilk(6 threads) MPI/Cilk(4 threads) MPI/Cilk(2 threads) PureMPI
4 - - - - 229.14 234.72 241.47
8 - - 123.72 130.28 139.26 143.86 155.62
16 64.21 66.38 68.67 72.89 77.27 82.26 92.47
32 43.15 45.79 49.90 54.04 58.23 63.39 69.54
64 37.47 39.03 41.76 43.38 46.68 52.44 59.71
128 32.17 34.85 35.42 37.66 41.51 45.35 52.12
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图 2    MPI模型和MPI/Cilk模型的加速比曲线

 

表 2     MPI/Cilk方法与 ELPA、ScaLAPACK求解器时间对比
 

核数
时间 (秒)

ELPA DC solver MPI/Cilk(8 threads) Scalapack DC solver
4 214.17 - 269.96
8 119.66 123.72 171.34
16 63.47 68.67 94.51
32 42.93 49.90 62.29
64 30.94 41.76 51.83
128 22.12 35.42 44.36

4   结论与展望

本文针对对称三对角矩阵特征求解的分治算法,
提出了一种改进的基于 MPI/Cilk 的混合并行实现. 在
节点间, 进行粗粒度计算任务的划分, 更新局部特征矩

阵时通过弱化主控进程的中心作用, 使组内进程之间

只进行必要的互补数据交换, 避免了统一收发流程, 减
少了进程间的通信开销; 在节点内, 利用 Cilk的任务并

行机制提高了 CPU 的利用率和特征求解过程中的负

载均衡性. 实验结果体现了该算法的性能. 本文实现的

分治算法与最新的 ELPA软件包仍然存在一定的性能

差距, 还有可以提升的空间. 此外, Cilk 线程启动数和

数据划分粒度对计算性能的影响以及同 openMP 等其

它任务并行模型的效果对比等等是值得进行下一步研

究的方向.
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