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摘　要: 针对实际操作中直角边零件下料利用率不高的问题, 导入排样矩形的概念, 将直角边零件下料问题分解为

若干优化子问题, 在此基础上, 基于动态规划思想通过求解子问题构建全局最优解. 实验表明, 与传统的直角边零件

板材切割相比, 使用本文算法能够使板材的利用率提高 30%–50%; 与其他几种典型算法相比, 本算法板材利用率提

高显著, 并且排样方案简单, 更适用于实际操作.
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Abstract: For the rectilinear parts cutting problem of low sheet utilization rate in practice, the concept of layout rectangle
is introduced. The rectilinear parts cutting problem is decomposed into several optimization sub-problems. On this basis,
the global optimal solution is constructed by solving the sub-problems based on dynamic programming. Experiment
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more practical to layout.
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直角边零件的轮廓由直角边组成, 并且任意相邻

两边之间的夹角都是直角, 对这种零件的排样布局称

为直角边零件下料问题. 直角边零件在许多领域中都

有广泛的应用, 如普通机械、专业设备等制造行业的

型材、金属切割、木材加工、建筑行业的平板玻璃切

割等, 但直角边零件加工普遍存在余料剩余较多, 加工

效率较低, 原材料浪费等问题[1,2]. 因此, 优化直角边零

件排样布局, 使直角边零件下料后产生的废料最少, 即
板材的利用率最高, 对降低企业生产成本具有重要意

义和实用价值.

目前直角边零件下料布局优化问题已有大量相

关研究, Gilmore和 Gomory[3] 利用动态规划算法求解

矩形零件的布局被认为是解决二维切割问题的基本

方法; 张燕玲等[2] 基于改进的 Basely模型[4] 设计实现

了一种可用于直角边下料问题的整数规划模型; 戚得

众等[5] 提出了一种基于工艺与形状特征的下料零件

分组下料优化模型; Fabio Furini等[6] 通过建立混合整

数线性规划模型表示二维切削问题中一般切刀约束

的问题; 葛志辉等[7] 提出一种基于工艺约束策略的二

维不规则排样算法; 张旭等[8] 给出了一种基于最大移
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动距离的启发式算法, 改善了排样结果. 然而, 由于直

角边零件下料布局优化是 NP-Hard (Non-deterministic
Polynomial Hard)[9] 问题, 不能在多项式时间内解决,
多数研究获得的结果只能趋近于最优解而很难达到

最优解; 即便获得最优解, 由于现有研究普遍将材料

利用率作为唯一的优化目标, 获得的排样结果虽然是

理论上的最优, 但切割操作难度却较大, 依然存在实

用性不强的问题.
针对上述问题, 本文提出了一种基于排样矩形的

动态规划方法 , 将板材的布局问题转化为若干个优

化子问题 , 而每个子问题的最优解能够通过本文提

出的排样矩形得到, 在此基础上, 基于动态规划思想

构建直角边零件下料问题的求解算法 , 该算法通过

将 NP-Hard 问题转换为在多项式时间内可以进行求

解的一般问题, 降低了算法求解的时间复杂度. 实验

结果表明, 对于一般直角边零件, 本算法与传统的直

角边零件板材切割相比, 板材的利用率提高了 30%–
50%; 同时, 本算法在减少板材余料的同时保证了排

样简单操作可行, 降低了对工艺的要求, 在工厂生产

中容易实现.

1   问题描述

不失一般性, 将板材抽象为 L×W 的长方形 R, L 和

W 表示 R 的长与宽, 左下角为坐标原点 (0,0), 右上角坐

标为 (L,W), 将 R 在长和宽两个方向上按照单位长度进

行划分得到 L×W 个小正方形, 称之为格点[10], 格点的角

点坐标表示为 (x, y), 其中 0 ≤ x ≤ L, 0 ≤ y ≤ W. 如图 1.
任意直角边零件m均存在一个最小外接矩形 r, 称 r为

零件 m 的最小包络矩形[11], 表示为 rm=(rm
tr, rm

bl), 其中

rm
tr =(rm

txr, rm
try)、rm

bl =(rm
blx, rm

bly)分别为 r 的右上角和

左下角坐标. 将 rm
txr− rm

blx 记为零件的长, rm
try− rm

bly 记

为零件的宽, 其中包络矩形 r 由其右上角坐标和左下

角坐标确定. 直角边不规则零件及其包络矩形如图 2.
定义 1(m 在 R 上的规范摆放方式). 直角边零件

m 在 R 上可以有任意种摆放方式, 当 m 的各直角边要么

与最小包络矩形 r 的直角边垂直要么与最小包络矩形

r 的直角边平行时, 称为 m 在 R 上的规范摆放方式.
如图 1 所示, 板材 R 上的 T 字型零件的规范摆放

方式有 4种. 易见, 对任何直角边零件 m, 通过旋转, 其
在板材 R 上规范的摆放方式最多有 4 种. 对给定的板

材 R (L×W), 寻找一种使得直角边零件按规范方式摆放

个数最多的排样布局, 即切割后余料最少, 这是一个

NP-Hard问题, 不能在多项式时间内进行求解.
 

W

(0, 0)

(L, W)

L 
图 1    板材的格点划分

 
 

 
图 2    直角边不规则零件及其包络矩形
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设有 N 个直角边零件在 R 上规范摆放, ri 表示直

角边零件 i(1 ≤ i ≤ N) 的包络矩形, 令 {ri |1 ≤ i ≤ N}表
示 N 个包络矩形在 R 上所占区域的交集, 当 {ri |1 ≤
i ≤ N}=Φ 时表示 N 个包络矩形在 R 上不重叠, 反之则

表示在 R 上存在重叠区域 .  类似的 ,  令 {m i|1 ≤ i  ≤
N}表示 N 个直角边零件在 R 上所占区域的交集, 当
{mi|1 ≤ i ≤ N}=Φ 时表示 N 个直角边零件在 R 上不重叠,
显然, 当 {ri |1 ≤ i ≤ N}=Φ 时必然有 {mi|1 ≤ i ≤ N}=Φ.

直角边零件下料问题: 求解在给定长为 L, 宽为

W 的板材 R 上排样 N 个直角边零件最省料的排样模

式, 即是求解以下目标函数:
max∩{ri|1 ≤ i ≤ N}

s.t.
{ ∩{mi|1 ≤ i ≤ n} = Φ,rtrx

i − rblx
i ≤ l,1 ≤ i ≤ N

∩{mi|1 ≤ i ≤ n} = Φ,rtry
i − rbly

i ≤ w,1 ≤ i ≤ N

}
(1)

优化子问题 1. 求解在 R 上给定宽为 w(w ≤ W) 的
局域长方形区域内排样 p 个直角边零件最省料的排样

模式, 即是求解以下目标函数:
max∩{ri|1 ≤ i ≤ p}

s.t.∩{mi|1 ≤ i ≤ p} = Φ,rtry
i − rbly

i ≤ w,1 ≤ i ≤ p (2)

优化子问题 2. 求解在 R 上给定长为 l(l ≤ L) 的局

域长方形区域内排样 q 个直角边零件最省料的排样模

式, 即是求解以下目标函数:
max∩{ri|1 ≤ i ≤ q}

s.t.∩{mi|1 ≤ i ≤ q} = Φ,rtrx
i − rblx

i ≤ l,1 ≤ i ≤ q (3)

针对优化子问题 1和问题 2, 要在全排列中确定一

个最优的排列组合, 也是一个 NP-Hard 问题. 但是, 对
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于此问题, 数据量较少时可以通过合理的穷举进行解决.
根据文献 [12], 下面给出排样矩形 (Layout Rectangle)
的定义.

定义 2(排样矩形). 根据先验知识对板材 R 的某一

小块区域进行手动排样, 确定一个排样矩形 LR, 使得

按照 LR 沿水平或竖直方向进行排样有一定的规律可

循. 其中, 沿水平方向有规律可循的称为水平排样矩形

(Horizontal Layout Rectangle, HLR), HLR 的宽度为常

数 w, 长度为可变参数 x, 零件在 HLR 上的排样个数满

足规律函数 Gx (x); 同样, 沿竖直方向有规律可循的称

为竖直排样矩形 (Vertical Layout Rectangle, VLR),
VLR 的长度为常数 l, 宽度为可变参数 y, 零件在 VLR
上的排样个数满足规律函数 Gy (y).

2   基于排样矩形的直角边下料模型

Gx j

Gy j

Gx j Gy j

对于直角边零件 m, 假设总共有 4 种不同的规范

摆放方式, 对于每种摆放方式, 都分别存在一个 HLR
和 VLR, 则直角边零件 m 共有 8个排样矩形. 将直角边

零件 m 沿第 j (j=1, 2, 3, 4, 下同) 种规范摆放方式得到

的水平排样矩形记为 HLRj, 排样矩形的宽度记为 wj,
m 在 HLRj 的排样个数满足的规律函数记为  (x); 同
理, m 沿第 j 种规范摆放方式得到的竖直排样矩形记

为 VLRj, 排样矩形的长度记为 lj, m 在 HLRj 的排样个

数满足的规律函数记为 (y). 图 3(a) 和图 3(b) 分别

是 T字型零件和工字型零件的水平排样矩形和竖直方

向排样矩形, 其中红色和蓝色区域可以进行排样, 浅灰

色区域为排样矩形的未利用部分. 基于排样矩形可以

确定规律函数  (x)、 (y)的具体形式.

针对于直角边下料问题, 把它分解成若干优化子

问题 1和优化子问题 2, 然后从这些子问题的解得到原

问题的解.
由定义 2 可得, 采用 HLR 进行排样可以使得在宽

度为 w 的矩形中零件 m 的数量最多, 因此优化子问题 1
的解转换为:

max{Gx j (x)}, j = 1,2,3,4 (4)

同理可得, 采用 VLR 进行排样可以使得在长度为 l的
矩形中零件 m 的数量最多, 因此优化子问题 2的解转换为:

max{Gy j (y)}, j = 1,2,3,4 (5)

按照动态规划[13] 的思想, 直角边零件在 (x, y) 处
按照方式 j(j=1, 2, 3, 4) 放置时点 (x, y) 的最大放置数

量 N(x, y)的有:

wj

wj

x

x

(a) 水平排样矩形

lj

y y

lj

(b) 竖直排样矩形 
图 3    排样矩形

 

(1) 如果排样矩形采用 HLR, 当 y > wj 时, 设点 (x,
y) 的最大放置数量为 N(x, y), 则 N(x, y) 与点 (x, y−
wj)的最大放置数量 N(x, y−wj)有关. 点 (x, y)的最大放

置数量 N(x, y)可表示为:

N(x,y) = N(x,y−w j)+Gx j (x),y > w j (6)

(2) 如果排样矩形采用 VLR, 当 x > l j 时, 点 (x,
y)的最大放置数量为 N(x, y),则 N(x, y)与点 (x−lj, y)的
最大放置数量 N(x−lj, y) 有关. 点 (x, y) 的最大放置数

量 N(x, y)可表示为:

N(x,y) = N(x− l j,y)+Gy j (y), x > l j (7)

根据上述讨论可知, 板材在点 (x, y)若要获得最大

的零件放置数量, 需要考虑以下 8种情况:
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N(x,y) =max


0, x <min{w j, l j}, j = 1,2,3,4
0,y <min{w j, l j}, j = 1,2,3,4
N(x,y−w j)+Gx j (x),y > w j, j = 1,2,3,4
N(x− l j,y)+Gy j (y), x > l j, j = 1,2,3,4

s.t.
 0 ≤ x ≤ L

0 ≤ y ≤W
(8)

采用文献 [14] 的动态规划算法对建立的式 (8) 进
行求解, 具体的算法步骤如下:

Gx j Gy j

Step 1. 根据特定的直角边零件 m, 确定排样矩形

对应的规律函数 (x)、 (y). 建立两个矩阵 NL×W、

TL×W, 初始化为全 0 矩阵. 其中 N 矩阵用来存储各点

处的零件最大放置数量, T 矩阵用来记录具体的排样

方式.

Step 2. 按照由左至右、由上至下的顺序递推出在

该点 (x, y) 处的零件最大放置数量, 并将 (x, y) 处的切

割方案记录在 T(x, y)中.

Step 3. 判断当前坐标可否放置零件. 将当前坐标

记为 (x, y), 若 min(x, y) < min{wj, lj}(j=1, 2, 3, 4), 则表

示当前坐标不能放置零件, N(x, y)=0, T(x, y)=0, 转至

Step 2, 否则转至 Step 4.

Step 4. 根据动态规划的思想, 如果已经求得当前

点的所有子状态的最优解, 那么当前状态的最优解根

据式 (8)可用所有子状态的最优解推导出来.

Step 5. 求解得到整块板材的最优解 N(L,W), 根据

矩阵 T(L,W)回溯得到具体的切割方案.
算法的伪代码如算法 1.

算法 1. 切割算法

Gx j Gy j输入: 问题的实例参数 N, T, wj, lj (j=1, 2, 3, 4),规律函数 , 
输出: 问题实例的最优解方案

0　初始化 N, T
1　N= zeros(L, W)
2　T= zeros(L, W)
3　For x in range(0, L): #约束个数

4　　For y in range(0, W):
5　　　If y>=wj:

Gx j6　　　　tyj=N(x, y−wj )+  (x)
7　　Endif
8　　If x>=lj:

Gy j9　　　txj=N(x−lj, y)+  (y)
10　　Endif
11　　N(x, y)=max(tyj, txj)
12　　　T(x, y)=对应 N(x, y)取最大值时的切割方案

13　　Endfor
14　Endfor

3   算例与结果分析

使用的计算机配置环境为 Win10, intel CORE i5
8th Gen, 8 GB内存. 选用的软件语言 Python 3.7.

采用几组相关的基准数据进行测试, 基准数据[2]

由北京铁路信号公司的生产实例中产生.
针对不同的排样零件类型以及不同的板材尺寸,

生成相应地排样方案, 并计算出对应的板材利用率, 与
传统排样算法进行比较, 具体结果如表 1及图 4至图 11
所示. 如表 1 所示, 针对不同的直角边零件, 本文提出

的算法与传统的排样算法相比其材料利用率都有较大

的提高.
 

表 1     不同尺寸板材切割利用率结果
 

零件样图尺寸(mm) 板材尺寸(mm)
传统排样 本文算法

提高(%)
排样个数 板材利用率(%) 排样个数 板材利用率(%)

 (30,30)T字型
(210,150) 35 55.56 50 79.37 42.86
(2000,940) 2088 55.53 3084 82.02 47.70

 (90,60)凸字型 (1000, 500) 88 63.36 128 92.16 45.45
(2000,1000) 352 63.36 528 95.04 50.00

 (100,100)十字型 (1200,500) 60 55.56 81 75.00 35.00
(2000,1000) 200 55.67 273 75.83 36.50

20

50

30

 (50,50)工字型
(320,160) 24 46.87 36 70.31 50.00
(650,320) 104 50.00 144 69.23 38.46

 
 

对于一些常见的直角边零件, 将本文算法与已有研

究文献中的算法进行比较, 具体结果如表 2 和表 3 所

示. 结果表明, 针对于 T字型零件、十字型零件、凸字

型零件, 本文提出的算法在材料利用率优于文献 [2,15,16]
阐述的算法, 包括格点改造算法、顶点覆盖算法、以

及滚动优化算法. 同时, 排样矩形的引入使得本文算法提
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供的排样方案有一定的规律可循, 与目前存在的所有算

法相比, 降低了对机器工艺的要求, 更具有实际操作意义.
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图 4    T字型切割方案图 (210×150)

 

 
图 5    T字型切割方案图 (2000×940)
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图 6    凸字型切割方案图 (1000×500)
 

 
图 7    凸字型切割方案图 (2000×1000)

 

 
图 8    十字型切割方案图 (1200×500)

 
图 9    十字型切割方案图 (2000×1000)

 

 
图 10    工字型切割方案图 (320×160)

 

 
图 11    工字型切割方案图 (650×320)

 

表 2     T字型和十字型零件板材利用率对比 (单位: %)
 

零件样图

尺寸(mm)
板材尺寸

(mm)
格点改造

算法[2,16]

顶点覆盖

算法[15,16]

本文

算法

(200,150) 73.4 70.1 78.33

(30,30)T字型
(400,200) 68.8 71.3 76.88

(650,530) 60.1 57.6 77.40

(100,100)十字型
(1200,500) 60.8 62.4 75.00

 
 
 

表 3     凸字型零件板材利用率对比 (单位: %)
 

零件样图

尺寸(mm)
板材尺寸(mm) 滚动优化算法[16] 本文算法

(2000,1000) 92.16 95.04

(30,20)凸字型
(2500,1500) 94.46 94.46
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4   总结与展望

本文针对直角边零件下料优化布局问题, 提出了

一种基于排样矩形的动态规划求解算法, 该算法通过

将整块板材的优化问题转换为若干最小子优化问题,
采用动态规划的思想进行模型的建立与求解. 实验表

明, 与现有的排样算法相比, 本算法能够显著提高材料

利用率, 同时减少了复杂排样的产生, 便于在生产中进

行操作. 未来将进一步拓展本文算法将其应用于二维

不规则零件的下料布局优化问题.
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