
 

 

多模态优化问题的邻域低密度个体差分进化算法①
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摘　要: 针对多模态优化问题 (MultiModal Optimization Problems, MMOPs)的求解, 提出了一种基于邻域低密度个

体的差分进化算法. 该算法在每一代, 首先使用密度峰值聚类的方法求得每一个个体的密度, 然后, 将当前个体邻域

范围内密度更低的个体作为变异算子的基向量, 随着种群的进化, 算法将会自动从探索阶段转化为收敛阶段, 进而

平衡算法的探索与收敛能力. 将提出的算法应用于 CEC2013多模态基准测试函数并进行仿真实验, 结果表明本文

算法在评价指标峰值比和稳定性上与其它基于差分进化的多模态优化算法相比具有明显的优势, 并随着测试函数

的维度与复杂性的增大, 优势就更加明显, 其性能优于许多现有的基于差分进化的多模态优化算法.
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Abstract: A differential evolution algorithm based on low-density individuals in the neighborhood is proposed to solve
MultiModal Optimization Problems (MMOPs). In each generation, the algorithm first relies on density peak clustering to
find the density of each individual and then take the lower-density individuals in the neighborhood of the current
individual as a base vector of the mutation operator. As the population evolves, the algorithm will automatically transform
from the exploration stage to the convergence stage, thereby balancing its exploration and convergence capabilities. The
proposed algorithm is applied to the CEC2013 multimodal benchmark function for simulation experiments. Results
demonstrate that the algorithm has obvious advantages over other multimodal optimization algorithms based on
differential evolution in evaluating the peak ratios and stability of indexes, and the advantage is more distinct with the
increasing dimensionality and complexity of the test function. It behaves better than many existing multimodal
optimization algorithms based on differential evolution.
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科学与工程领域的大多数优化问题本质上都是

“多模态”的, 这类问题被称为多模态优化问题, 其特点

是目标函数同时具有多个全局最优解或局部最优解.

传统使用的求解方法在求解 MMOPs 时须反复计算多
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次, 才有可能找到不同的最优解, 这样既费时又费力.
因此, 寻找可行有效的求解 MMOPs 的新算法一直以

来备受广大科技工作者的关注[1–4]. 为此, 许多被称为

小生境的技术包括拥挤[5]、共享[6]、聚类[7]、物种[8] 和

种群拓扑[9] 等被提出. 小生境的主要思想是将整个种

群划分为几个小生境 (亚种群), 每个亚种群集中于寻

找一个或几个最优值.
差分进化算法 (Differential Evolution, DE)[10] 是由

Storn 和 Price 在 1995 年提出的一种全局优化启发式

算法. 由于其简单、有效, 已被用于处理各种各样的优

化问题, 例如全局优化问题[11], MMOPs[12], 多目标优化

问题[13] 等. 近年来,一些基于小生境的 DE变体[14–18] 被

提出以处理 MMOPs, 但是, 这些方法在最优解数量

大、维度高和复杂性高的时候效果往往不太理想.
本文提出了一种基于邻域低密度个体的差分进化

算法 (Low Density Points Differential Evolutionary,
LDPDE) 求解 MMOPs. 算法在每一代, 首先使用密度

峰值聚类的方法求得每一个个体的密度, 然后, 优先对

邻域范围密度低于当前个体的目标个体进行突变操作,
随着种群的进化, 种群个体逐渐收敛到小生境中心, 进
化过程将会自动的从探索阶段转化为收敛阶段, 进而

平衡算法的探索与收敛能力. LDPDE算法的主要特点

有: (1) LDPDE是一种基于距离的小生境方法, 它可以

通过邻域范围内个体的密度变化达到算法探索与收敛

之间的平衡. (2) 提出了一种新的 DE 变异算子, 称为

DE/low-density/1, 该算子在算法的探索阶段可以寻找

尽可能多的有效个体. 

1   差分进化算法

考虑优化模型:

min
x∈Ω⊆Rn

f (X) (1)

X = [x1, x2, · · · , xn] n Ω ∈ Rn

f (·)
其中,  为 维向量,  为求解区域,

为目标函数.
差分进化算法是一种简单有效的全局优化启发式

算法. 与其他进化算法类似, DE 有 4 个步骤: 初始化、

变异、交叉和选择. 标准的 DE算法过程如下:
(1) 初始化

首先, DE从最小和最大界限约束的搜索空间内对

个体进行均匀随机化, 可以表示为:

x j
i,n = x j

min+ rand(0,1) ·
(
x j

max− x j
min

)

x j
i,n xi,n

x j
max x j

min j

[1,NP] [1,D]

rand(0,1)

其中,  表示第 n 代第 i 个个体 在第 j 个维度上的

值.  和 表示第 个变量的上下边界. 下标 i 和

j 在 和 范围内, 其中 NP 表示种群大小, D 表

示问题维度.  表示从 0 到 1 生成均匀分布的

随机值.
(2) 变异

vi

初始化后, 从当前种群中随机选择的个体经过变

异算子产生突变个体 . 在标准DE中, 使用以下运算方法:

vi = xri
1,n
+F ·

(
xri

2,n
− xri

3,n

)
ri

1,r
i
2 ri

3 {1,2, · · · ,NP}/{i}其中,  和 是从 中生成的互斥整数,

F 是比例因子, 一般取值为 0.1到 0.9之间.
(3) 交叉

x j
i,n

vi ui

(1−Cr) ui

交叉算子通过重新组合目标个体 和突变个体

来生成实验个体 . 在标准 DE中, 使用了两种类型的

算子, 即指数和二项式. 在本文研究中, 我们使用二项

式运算符. 在二项式运算符中, 实验个体中的每个元素

都继承用户指定的概率为 Cr 的突变个体的值, 并以

的概率继承目标个体的值. 实验个体 为:

u j
i =

 v j
i , rand <Cr∨ j = jrand

x j
i,n, otherwise

jrand ∈ {1,2, · · · ,NP}
ui vi

其中,  是随机选择的索引, 可确保

至少继承突变个体 中的至少一个分量.
(4) 选择

xi,n+1

选择运算符确定目标或实验个体是否进入到下一

代. 如果新的实验个体的函数值等于或小于目标个体

的函数值, 它将替换相应的目标个体. 下一代 中的

目标向量为:

xi,n+1 =

{
ui, f (ui) ≤ f (xi,n)
xi,n, f (xi,n) < f (ui)

最后, DE 继续执行变异、交叉和选择运算符, 直
到满足终止条件为止. 算法 1 中以伪代码的形式给出

了标准 DE的算法过程.

算法 1. 标准差分进化算法 (DE)

输入: 目标函数 (最小值)f(x); 比例因子 F; 交叉率 Cr; 种群大小 NP;
进化代数 MaxIt.

X1=[x1,1,x2,1,··· ,xNP,1]1)　随机初始化种群 ;
for n=1,··· ,MaxIt do2)　

for i=1,··· ,NP do3)　　

vi=xri
1 ,n
+F·

(
xri

2 ,n
−xri

3 ,n

)
,4)　　　

u j
i=

 v j
i , rand<Cr∨ j= jrand

x j
i,n, otherwise

5)　　
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end for6)　
for i=1,··· ,NP do7)　

xi,n+1=

 ui, f (ui)≥ f (xi,n)

xi,n, f (ui)< f (xi,n)
8)　　　

end for9)　　

end for10) 
XMaxIt f (x)11) 输出 中使得 最大的个体.

 

2   准备工作 

2.1   密度峰值聚类

x(i)

ρ(i) σ(i)

密度峰值聚类[19] 是一种简单有效的快速聚类方

法, 由 Rodriguez 和 Laio[20] 通过发现潜在簇的密度峰

值提出. 对于每个数据点 , 该算法都会计算其局部

密度 以及与距其最近密度更大点的距离 , 由此

可以得到每个数据点的孤立性. 以下介绍密度峰值聚

类的原理.
x(i)数据点 的局部密度的定义如下所示:

ρ(i) =
∑

j∈IS \{i}
e
−
(

di j
dc

)2

(2)

di j dc

dc

x(i), i = 1,2, · · · ,n x(i) ψ(i)

其中,  是第 i 个和第 j 个数据点之间的距离,  是截

止距离. 对于截止距离 , 原始论文没有提供正确设置

的有效方法. 在文献 [21]中, 作者提出了一种基于潜在熵

的方法, 可以根据数据域自动设置. 对于一个数据集

, 计算第 i 个数据点 的电势  :

ψ(i) =
∑n

j=1
e
−
(
∥x(i)−x( j)∥

σ

)2

(3)

则熵 H 为:

H = −
∑n

i=1

ψ(i)
z

log
(
ψ(i)
z

)
(4)

其中, 归一化因子 z 为:

z =
∑n

i=1
ψ(i) (5)

σ σ′

dc dc min{∥x(i)− x( j)∥}
max{∥x(i)− x( j)∥}

σ dc= 3·
√

2−1σ′

现在只要找到使得 H 值最小的 , 记为 , 即可得

到截止距离 . 显然,  的值一定处于

和 之间, 对于简单的一维优化问题本

文使用黄金分割法求得 , 最后将临界值设置为

. 

2.2   其他多模态优化算法

为了解决多模态优化问题, 许多策略被提出并将

嵌入到DE中. 以下将简要介绍与DE相结合的各种策略.
(1) 拥挤 (CDE): 文献 [14]将拥挤方案和健身共享

嵌入到 DE中, 分别形成 CDE算法和 SharingDE算法.
在 CDE 算法中, 对于每个子代个体, 通过在父代种群

中随机选择 C 个父代个体, 然后将子代与该群体中最

相似 (欧氏距离最近) 的父代进行比较. 如果子代更好,
它将取代该种群中最相似的父代个体. 否则, 子代个体

将被遗弃. SharingDE算法则利用共享方案来防止种群

收敛到同一个高峰.
(2) 物种 (SDE): 在 SDE算法[15] 中, 根据个体的适

宜性和小生半径 r 将整个种群分为几个物种. 每个物

种都有一个具有最佳适应性的物种种子, 并且 DE 运

算符只在当前物种种群内执行. 然后将生成的 N 个子

代个体与 N 个父代个体合并为一个种群, 从合并种群

中选择 N 个最佳个体, 形成一个新的种群.
(3) 聚类: Qu等[16] 提出了嵌入到 CDE算法和 SDE

算法中的邻域突变策略 (包括 NCDE 和 NSDE) 中,
DE运算符在每个个体的欧几里得邻域中执行. 遵循这

一思想, Gao 等[17] 提出了一种具有自适应策略 (包括

self-CCDE和 CSDE)的聚类 DE, 它采用自适应参数控

制来增强 DE 的搜索能力. Zhang 等[18] 提出了一种新

的基于位置敏感哈希的小生境技术以降低时间复杂度,
并将其应用于 NCDE中, 称为 Fast-NCDE算法.

以上这些方法在处理 MMOPs 问题时已经显示出

各方面的有效性, 但它们也有一定的缺点. 一方面, 随着

MMOPs问题全局最优解的数量增加, 这些方法将全部

最优值点找到的机会就越小; 另一方面, 在解决具有高

维度和高复杂性的MMOPs时, 几乎所有这些固定方法

都会失效. 因此, 为解决高维度和高复杂性的MMOPs,
许多其他基于 DE 的多模态算法被提出. Biswas 等[22]

提出了一种新的信息共享机制, 该机制使用本地信息矩

阵来诱导有效的利基行为, 称为 LoINDE 算法 (包括

LoICDE算法和 LoISDE算法). 同时, 他们还提出了一

种新的以父代为中心的标准化邻域 (PCNN)变异算子,
以维持多个最优值, 称为 PNPCDE算法[23]. Wang等[24]

提出了是一种基于距离的小生境方法, 称为 MSTDE
算法, 通过 DPR策略切割少量大的加权边来形成多个

小生境, 平衡收敛性和多样性. 

3   基于低密度的差分进化算法

在本节中, 我们将提出基于密度峰值的差分进化

算法 (LDPDE). 

3.1   基于孤立个体的变异算子

受文献 [25]启发, 提出一种用于多模态优化的新DE
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变异算子, 称为 DE/low-density/1. 该算子的主要特征

是它在当前个体邻域中随机选择密度低于当前个体的

个体作为变异算子的目标个体, 因此, 目标个体可以被

选择变异算子迁移到隔离区域. 在典型的小生境方法

中, 同一山谷中的个体倾向于通过在山谷中下降聚集

在一起. 而在本文提出的方法中, 个体积极地迁移到其

他山谷. DE/low-densit/1中使用的变异算子描述如下:

vi = xnear
rp
1 ,n
+F1 ·

(
xri

2,n
− x′

ri
2,n

)
(6)

rp
1 {pnear( j) < p(i) | j = 1,2, · · · ,Nd1 }
pnear xi,n Nd1 ri

2 {1,2, · · · ,
NP}/{i,rp

1 } x′
ri
2,n

xri
2,n

Nd2 Nd1 Nd2 ∈ {1,2, · · · ,NP−1}
Nd1 Nd2 NP−1

F1

其中 ,   是从 中生成随

机整数,  是 的 近邻个体的密度.  是从

中生成随机整数, 差分向量的第二项 是从

的 近邻中随机选取,  和

是用户指定的控制参数. 当 和 取值为 时,
差分向量的选取方法就与标准 DE 的差分向量取法相

同, 只是目标个体不是随机取得. 第二项的设计意图是

生成绝对接近孤立个体的实验个体.  是比例因子. 

3.2   邻域变异算子

xi,n xi,n Nd1 f ind(i) =

{pnear( j) < p(i) | j = 1,2, · · · ,Nd1 }
当 是 的 邻域内密度最大的个体时, 

为空, 此时上述差分算

子将会失效, 这种情况下我们使用如下邻域变异算子

来解决困境, 变异运算符如下:

vi = xnear
ri
1,n
+F2 ·

(
x′

ri
2,n
− x′

ri
3,n

)
(7)

xnear
ri
1,n

xi,n Nd1 ri
1

ri
1 ∈ {1,2, · · · ,Nd1} x′

ri
2,n

x′
ri
3,n

xi,n Nd3

xnear
ri
1,n

x′
ri
2,n

x′
ri
3,n

Nd3 ∈ {1,2, · · · ,
NP−1} Nd3 = NP−1

F2

其中,  是在 的 近邻个体中随机选取的第 个

个体,  .  和 是从 的 近邻中

随机选取, 且 、 和 互不相同, 

是用户指定的控制参数.  的情况与

标准 DE的差分向量取法相同.  是比例因子. 

3.3   改进的变异算子

如图 1 所示[25], 图 1(a) 为邻域变异算子的行为特

征, 图 1(b)为基于孤立个体的变异算子的行为特征. 基
于孤立个体的变异算子可以促使种群个体向孤立个体

附近迁移, 提高算法的多模态开发能力, 而邻域变异算

子只在小生境内进行, 避免差分进化的贪婪原则带来

的错误替换, 提高算法的收敛性.
将以上两种变异操作结合形成的改进的变异算子

描述如下:

vi =


xnear

rp
1 ,n
+F1 ·

(
xri

2,n
− x′

ri
2,n

)
, f ind(i)非空

xnear
ri
1,n
+F2 ·

(
x′

ri
2,n
− x′

ri
3,n

)
, otherwise

(8)

{pnear( j) | j = 1,2, · · · ,Nd1 }
f ind(i)

随着种群的进化,  的值会

趋于相等,  为空的情况增多, 基于孤立个体的变

异算子的使用率下降, 邻域变异算子的使用率提升, 进
而实现算法从探索阶段到收敛阶段的转变, 平衡算法

的探索与收敛能力.
 

(a) 邻域变异算子 (b) 孤立个体变异算子

f (x) f (x)

x x

 
图 1    两种变异算子的行为特征

 

LDPDE的算法过程的伪代码的在算法 2给出.

算法 2. 基于邻域低密度个体的差分进化算法 (LDPDE)

Nd1,Nd2,Nd3

输入: 目标函数 (最小值)f(x); 比例因子 F; 交叉率 Cr; 种群大小 NP;
最大计算次数 MaxFEs; 邻域大小

X1=[x1,1,x2,1,··· ,xNP,1]1)　随机初始化种群 ;
n=0;2)　
while FEs<=MaxFEs do3)　

n=n+1;4)　　

for i=1,··· ,NP do5)　
di,i=0;6)　　

for j=i+1,··· ,NP do7)　　

di, j=d j,i=∥xi,n−x j,n∥2;8)　　　

end for9)　　

end for10)　
σ′=3·

√
2−1 argmin

σ
H(σ);11)　

for i=1,··· ,NP do12)　

ρ(i)=
∑

j∈IS \{i}
exp

(
−
( di j

dc

)2)
;13)　　

end for14)　
for i=1,··· ,NP do15)　

vi=


xnear

rp
1 ,n
+F1·

xri
2 ,n
−x′

ri
2 ,n

, f ind(i)非空

xnear
ri
1,n
+F2·

x′
ri
2 ,n
−x′

ri
3 ,n

, otherwise
16)　　

u j
i=

 v j
i , rand<Cr∨ j= jrand

x j
i,n, otherwise

17)　　

end for18)　
for i=1,··· ,NP do19)　

xi,n+1=

 ui, f (ui)≥ f (xi,n)

xi,n, f (ui)< f (xi,n)
20)　　

end for21)　
end for22) 

XMaxIt23) 输出 中每个小生境中最优个体.
 

4   实验与讨论 

4.1   测试函数

本文采用了 CEC2013测试套件[26] 中所有 20种常
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用的多模态测试函数来评估 LDPDE 的性能, 该测试套

件中的测试函数具有各种不同的特征, 这使实验更加全

面且令人信服. 下面对这 20个基准测试函数作简要说明.
x ∈ [0,30]F1: Five-Uneven-Peak Trap(1D),  . 全局最

优点数量为 2.

F1(x) =



80(2.5− x), 0 ≤ x < 2.5
64(x−2.5), 2.5 ≤ x < 5.0
64(7.5− x), 5.0 ≤ x < 7.5
28(x−7.5), 7.5 ≤ x < 12.5
28(17.5− x), 12.5 ≤ x < 17.5
32(x−17.5), 17.5 ≤ x < 22.5
32(27.5− x), 22.5 ≤ x < 27.5
80(x−27.5), 27.5 ≤ x ≤ 30

x ∈ [0,1]F2: Equal Maxima(1D),  . 全局最优点数量为 5.

F2(x) = sin6(5πx)

x ∈ [0,1]F3: Uneven Decreasing Maxima(1D),  . 全
局最优点数量为 1.

F3(x) = e
−2log(2)

(
x−0.08
0.853

)2

sin6
(
5π

(
x3/4−0.05

))
x1, x2 ∈ [−6,6]F4: Himmelblau(2D),  . 全局最优点数

量为 4.

F4(x1, x2) = 200−
(
x2

1 + x2−11
)2−

(
x1+ x2

2 −7
)2

x1 ∈ [−1.9,1.9]

x2 ∈ [−1.1,1.1]

F5: Six-Hump Camel Back(2D),  ,
. 全局最优点数量为 2.

F5(x1, x2) = −4

4−2.1x2
1 +

x4
1

3

 x2
1 + x1x2+

(
4x2

2 −4
)

x2
2


xi ∈ [−10,10]D i = 1,

2, · · · ,D
F6, F8: Shubert(2D, 3D),  ,  

. 全局最优点数量分别为 18和 81.

F6,8
(−→x )
= −

∏D

i=1

∑5

j=1
jcos

[
( j+1)xi+ j

]
xi ∈ [0.25,10]D i = 1,

2, · · · ,D
F7, F9: Vincent(2D, 3D),  , 

. 全局最优点数量分别为 36和 216.

F7,9
(−→x )
=

1
D

∑D

i=1
sin(10log(xi))

xi ∈ [0,1]D, i = 1,2, · · · ,D
F10: Modified Rastrigin-All Global Optima(2D),

. 全局最优点数量为 12.

F10
(−→x )
= −

D∑
i=1

(10+9cos(2πkixi))

k1 = 3, k2 = 4其中,  .

CF1,CF2,CF3 CF4

xi ∈ [−5,5]D, i = 1,2, · · · ,D

剩下的 10 个函数为 4 个复合函数在不同维度大

小的情况, 把 4个函数简称为 和 , 定
义域均为 . 复合函数的具体定

义可以参考文献 [26].
F11: CF1(2D). 全局最优点数量为 6.
F12: CF2(2D). 全局最优点数量为 8.
F13, F14, F16, F18: CF3(2D, 3D, 5D, 10D). 全局最

优点数量为 6.
F15, F17, F19, F20: CF4(3D, 5D, 10D, 20 D). 全局

最优点数量为 8.
将 LDPDE 与几种基于 DE 的多模态算法进行比

较, 包括 CDE 算法, SDE 算法, NCDE 算法, NSDE 算

法, LoICDE 算法, LoISDE 算法, PNPCDE 算法, Fast-
NCDE 算法和 MSTDE 算法. 这些算法横跨从 2004 年

到 2019年的时间间隔. 此外, 为了具有可比性, 所有对

比算法的参数配置都与原始论文中的设置相同. 

4.2   参数设置

F1 F2

Nd2 Nd3

Nd1

LDPDE 中的放大系数 和 分别设置为 0.9 和

0.5, 交叉速率 Cr 设置为 0.9,  和 分别为 5和 15. 针对

不同的函数参数 、种群规模 N 和最大计算次数

MaxFEs 设置如表 1所示.
 

表 1     参数设置
 

函数编号 Nd1 N MaxFEs
F1–F5 5 80 5e+4

F6 100 100 2e+5
F7 300 300 2e+5

F8–F9 300 300 4e+5
F10 5 100 2e+5

F11–F13 5 200 2e+5
F14–F17 5 200 4e+5
F18–F20 2 200 4e+5

 
 

LDPDE 中的种群规模、最大计算次数 MaxFEs
和比较算法的结果参考自文献 [24]. 所有的结果都是

在同一测试套件中使用相同的 MaxFEs 下得到的, 每
种算法均运行 51次以进行统计并避免随机性.

ε = 10−4对于给定的 MaxFEs 在精度水平 下, 使用

峰值比 (Peak Ratio, PR) 和成功率 (Success Ratio,
SR)评估算法的性能. 峰值比为找到的全局最优解个数

与所有全局最优解数之比, 成功率为所有全局最优解

被找到次数与实验总次数之比. PR和 SR均为 0到 1.0
之间的实数, 数值越大说明算法效果越好. 当 PR 和

SR 均为 1.0 时说明算法每次都能找到函数所有的最

优解. 

4.3   结果与讨论

表 2列出了 LDPDE与其他多模态算法在 F1–F20
上 PR和 SR的详细比较结果. 为了结果清晰, 最佳 PR
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≈果用黑体标出. 符号"+"、"−"和" "分别表示 LDPDE
的性能“显著优于”, “显著低于”和“与对比算法相当”.

以 CDE 算法为例, 本文算法在 13 个函数上优于 CDE
算法, 0 个低于 CDE 算法, 7 个与 CDE 算法结果相当.

 

表 2     LDPDE与其他多模态算法在 F1–F20上 PR和 SR的详细比较结果
 

函数
LDPDE CDE SDE NCDE NSDE LoICDE

PR SR PR SR PR SR PR SR PR SR PR SR
F1 1.000 1.000 1.000 1.000 0.657 0.373 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
F2 1.000 1.000 1.000 1.000 0.737 0.529 1.000 1.000 0.776 0.667 1.000 1.000
F3 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
F4 1.000 1.000 1.000 1.000 0.284 0.000 1.000 1.000 0.240 0.000 0.975 0.902
F5 1.000 1.000 1.000 1.000 0.922 0.843 1.000 1.000 0.745 0.490 1.000 1.000
F6 1.000 1.000 1.000 1.000 0.056 0.000 0.305 0.000 0.056 0.000 1.000 1.000
F7 1.000 1.000 0.861 0.000 0.054 0.000 0.873 0.000 0.053 0.000 0.705 0.020
F8 1.000 1.000 0.000 0.000 0.015 0.000 0.001 0.000 0.013 0.000 0.000 0.000
F9 0.587 0.000 0.474 0.000 0.011 0.000 0.461 0.000 0.006 0.000 0.187 0.000
F10 1.000 1.000 1.000 1.000 0.147 0.000 0,989 0.863 0.098 0.000 1.000 1.000
F11 1.000 1.000 0.330 0.000 0.314 0.000 0.729 0.000 0.248 0.000 0.660 0.000
F12 0.978 0.824 0.002 0.000 0.208 0.000 0.252 0.000 0.135 0.000 0.495 0.000
F13 0.954 0.725 0.141 0.000 0.297 0.000 0.667 0.000 0.225 0.000 0.510 0.000
F14 0.667 0.000 0.026 0.000 0.216 0.000 0.667 0.000 0.190 0.000 0.657 0.000
F15 0.647 0.000 0.005 0.000 0.108 0.000 0.319 0.000 0.125 0.000 0.299 0.000
F16 0.667 0.000 0.000 0.000 0.108 0.000 0.667 0.000 0.170 0.000 0.559 0.000
F17 0.539 0.000 0.000 0.000 0.076 0.000 0.250 0.000 0.108 0.000 0.223 0.000
F18 0.578 0.000 0.167 0.000 0.026 0.000 0.500 0.000 0.163 0.000 0.219 0.000
F19 0.429 0.000 0.000 0.000 0.105 0.000 0.348 0.000 0.098 0.000 0.037 0.000
F20 0.316 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.250 0.000 0.123 0.000 0.123 0.000

+(显著优于) 13 19 13 18 14
–(显著低于) 0 0 0 0 0

≈ 7 1 7 2 6

函数
LoISDE PNPCDE Self-CCDE Self-CSDE Fast-NCDE MSTDE

PR SR PR SR PR SR PR SR PR SR PR SR
F1 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
F2 0.235 0.039 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
F3 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
F4 0.250 0.000 1.000 1.000 1.000 1.000 0.686 0.294 1.000 1.000 1.000 1.000
F5 0.667 0.333 1.000 1.000 1.000 1.000 0.961 0.922 1.000 1.000 1.000 1.000
F6 0.056 0.000 0.537 0.000 0.942 0.490 0.699 0.020 0.995 0,902 1.000 1.000
F7 0.029 0.000 0.874 0.000 0.884 0.020 0.695 0.000 0.675 0.000 0.897 0.000
F8 0.012 0.000 0.000 0.000 0.994 0.882 0.695 0.000 0.905 0.000 0.353 0.000
F9 0.005 0.000 0.472 0.000 0.459 0.000 0.265 0.000 0.273 0.000 0.491 0.000

F10 0.083 0.000 1.000 1.000 1.000 1.000 0.992 0.922 1.000 1.000 1.000 1.000
F11 0.167 0.000 0.660 0.000 0.778 0.137 0.399 0.000 0.879 0.392 0.667 0.000
F12 0.125 0.000 0.000 0.000 0.422 0.000 0.321 0.000 0.956 0.745 0.750 0.000
F13 0.167 0.000 0.461 0.000 0.660 0.000 0.317 0.000 0.680 0.000 0.667 0.000
F14 0.167 0.000 0.592 0.000 0.657 0.000 0.304 0.000 0.667 0.000 0.667 0.000
F15 0.125 0.000 0.258 0.000 0.343 0.000 0.186 0.000 0.431 0.000 0.527 0.000
F16 0.167 0.000 0.000 0.000 0.657 0.000 0.072 0.000 0.660 0.000 0.667 0.000
F17 0.076 0.000 0.000 0.000 0.248 0.000 0.056 0.000 0.257 0.000 0.316 0.000
F18 0.157 0.000 0.147 0.000 0.337 0.000 0.003 0.000 0.412 0.000 0.474 0.000
F19 0.027 0.000 0.000 0.000 0.113 0.000 0.000 0.000 0.123 0.000 0.326 0.000
F20 0.088 0.000 0.000 0.000 0.027 0.000 0.000 0.000 0.167 0.000 0.123 0.000
+ 18 14 14 17 13 11
– 0 0 0 0 0 0
≈ 2 6 6 3 7 9

注: 最佳PR结果用黑体标出
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F1−F5

F6−F10

F9 PR 1.0

F9 PR 0.587

F11−F20 F11−F15 F16−F20

从表 2 可以看到 LDPDE 在所有函数上都表现很

好. 对于简单函数 和具有众多全局最优值的函

数 , LDPDE 除了对于具有 216 个全局最优点

的 之外的其它九个函数的 值全部达到了 , 也就

是说 LDPDE 算法在这九个测试函数上每次都能找到

函数所有的最优解, 虽然 的 值只有 , 但也明

显优于于其它算法. 对于最后的十个高度复杂多模态

函数  (其中 为低维,  为高

维), LDPDE 的性能几乎处于绝对的优势地位, 只有少

数几个算法在一到两个函数可以与本文算法性能相当,

这进一步验证了 LDPDE 在解决高度复杂的 MMOPs

方面的可行性和有效性.

F1−F20多模态函数 的收敛曲线如图 2(a)–图 2(d)

所示, 目标函数误差值为每个函数运行 51 次所得每

一代最小值的平均值与函数极值之差的绝对值 , 为

10 0

F1

F1

F3 10−7

10−18

方便观察 , 将纵坐标取以 为底的对数 (值为 时曲

线未画出). 图 2(a) 中函数 的曲线极短 , 这是由于

函数简单 , 算法在很少的进化代数就计算得出最

优函数值导致的 . 而函数 的计算精度达到 之

后很难继续改进. 其他 18 个函数收敛曲线呈现明显

的收敛趋势 , 虽然随着函数复杂程度的提高收敛速

度减慢, 但收敛趋势稳定, 收敛精度也都能达到 ,

这也体现出本文算法在高维复杂多模态函数优化上

的优势.

PR

总之, LDPDE 在所有 20 个函数上与 CDE, SDE,

NCDE, NSDE, LIPS, LoICDE, LoISDE, PNPCDE, self-

CCDE, self-CSDE, fast-NCDE 和 MSTDE 算法相比

值都优于或相当于对比算法. 收敛性分析结果表明,

LDPDE可以在搜索与收敛之间找到良好的平衡, 具有

解决MMOPs的潜力.
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图 2    目标函数误差值收敛曲线

 
 

5   结论与展望

针对多模态优化问题, 本文提出了一种基于邻域

低密度个体的差分进化算法 LDPDE, 它可以通过邻域

范围内个体的密度变化达到算法探索与收敛之间的平

衡, 有效提升了算法的可靠性和收敛速度, 结合新提出

的 DE/low-density/1变异算子, 使得算法在探索阶段可
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以寻找尽可能多的有效个体. 在 CEC2013多模态基准

测试的实验结果表明, LDPDE 对比其它多种基于 DE

的多模态优化算法具有更好的性能, 显示了 LDPDE

在求解多模态优化问题上的优势.
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