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摘　要: 近年来稀疏表示技术在信号处理、图像处理、目标识别、盲源分离等领域都有着突出的贡献. 为了全面的

了解和分析现有稀疏表示优化算法, 首先回顾了稀疏表示技术的历史进程, 简单描述了稀疏表示技术的原理, 然后

将稀疏表示优化算法分为贪心算法和约束算法以及其他算法三大类, 具体分析了前两种类别算法的原理和特征, 介
绍了两类算法的代表算法, 总结了算法的发展进程, 并对贪心算法中的五种代表算法进行了简单对比, 最后总结了

稀疏表示技术在各个领域的应用情况, 并针对存在的问题对未来的发展方向进行了分析, 以期为研究者们提供有益

参考.
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Abstract: Recently, sparse representation has made outstanding contributions to signal and image processing, target
recognition and blind source separation. Firstly, the history and rationale of sparse representation are reviewed to
summarize the existing sparse representation optimization algorithms. Secondly, those algorithms are divided into the
greedy algorithm, the constraint algorithm and other algorithms. The basic principles and characteristics of the first two
categories are elaborated respectively, and their representative algorithms and state-of-the-art applications are summarized
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稀疏表示的概念由来已久. 1959年, Hubel和Wiesel[1]

在观察哺乳动物主视皮层 V1 区神经元感受野的反应

的实验中发现该区域细胞感受野对视觉信息的记录方

法是一种“稀疏表示”. 基于这一发现, Barlow[2] 于 1961
年提出了一种假说, 思考了对视觉信号进行编码的可

能. 1987 年 Field[3] 根据 Hubel 和 Wiesel 的研究结果,

提出将这一稀疏表示的特性应用于视网膜成像的研究

中, 在这一思路的指引下, Michison[4] 于 1988年通过结

合神经领域的特征与稀疏表示的概念将稀疏编码应用

于神经领域. 之后, 在 1996 年, Olshausen 和 Field[5] 发
现对自然图像进行稀疏编码后获得的基函数与细胞感

受野的反应特性具有相似的特征, 通过将稀疏性作为
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正则化项的方式, 对感受野的响应特性进行了模拟, 从
而很好地解释了生物学家观察到的初级视皮层的工作

机理. 通过进一步对基函数与输出信号维数之间的思

考, 二人研究得出了超完备基稀疏编码的概念, 对 V1
区简单细胞感受野成功建模. 同一时期, LASSO (Least
Absolute Shrinkage and Selection Operato) 算法[6] 于

1996 年创造性地提出了将 范数松弛为 范数来求解

稀疏表示模型的方法, 开辟了一条求解稀疏表示模型

的新思路. 随着求解最小化范数的算法不断优化, 稀疏

表示理论开始被广泛地应用于人脸识别、目标追踪、

盲源分离等领域. 

1   稀疏表示原理

x RN

N RN

N ×M {Ψi}Mi=1

Ψ = {Ψ1,Ψ2, · · ·,ΨM}
x

对于一维的离散时间信号 , 可以用一个 空间中

的 维列向量来表示. 假设 空间内的任何信号都可

以通过 维的基向量组 来线性表示. 此时假

设基向量之间都是正交的, 则所有的基向量就构成了

一个基矩阵 , 这个基矩阵就被称为

字典, 信号 就可以通过基矩阵表示为以下形式[7]:

x =
M∑

i=1

siΨi or x = Ψs (1)

s x

s

s s

s

其中,  是信号 在基矩阵上的投影, 是一个 M 维的列

向量. 如果向量 中的非零值数目 K 远小于向量的维

数 N, 则认为信号 是稀疏的, 当 M>N 时,  有无穷多个

解, 要得到唯一解需要增加限制条件[8]. 稀疏表示就是

利用这种欠定的情况, 从过完备字典中选取少量原子

来表示出原始信号, 即以向量 稀疏为约束条件缩小解

的范围, 以此来降低信号处理成本, 达到压缩信号的效

果. 图 1描述了原信号、字典和系数矩阵三者的关系.
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图 1    稀疏表示示意图

 

s向量 稀疏的数学定义如下[9]:
若存在 0<P<2和 R>0且满足:

||s||P =
∑

i

|si|p


1
p

≤ R (2)

则认为信号在一定意义上是稀疏的.
s lP

l1

l2
lP

同时这一公式也是向量 的 范数定义. 当 P 为

1 的时候得到的就是向量的 范数, 意义是向量各个分

量元素的绝对值之和; 当 P 为 2 的时候得到的就是向

量的 范数, 数学意义为根号下各元素的平方和. 图 2描
述了 P 为不同值时的 范数图像.
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图 2    不同 P 值的 P 范数
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由此可以将向量 稀疏作为求解线性方程组的限

制条件, 从而将求解式 (1)的问题转化为求解向量的最

小 范数的优化问题[10], 即:

ŝ = argmin
{
||x−Ψs||22+λ||s||0

}
(3)

l0

但由于该问题是一个非凸函数求极值的问题, 所
以直接求解比较困难[11], 因而出现了两种求解思路, 一
种是通过松弛 范数的方法将非凸问题转换为凸函数

再进行优化, 这种方法只能获得近似解; 另一种是采用

字典原子匹配的方法, 典型的如下文所述贪心算法. 本
文目的即是根据不同求解方式的特点, 对求解算法进

行分类, 简要介绍不同算法的原理并整理不同类别算

法的发展现状. 

2   稀疏表示算法分类

稀疏表示算法根据优化思路可分为贪心算法、约

束算法以及其他算法, 其中贪心算法又可分为匹配追

踪法、正交匹配追踪算法以及相关衍生算法; 约束算

法可分为梯度投影稀疏重构算法、内点法和交替方向

法以及其他衍生算法; 其他算法中仍旧包含很多类别,
但由于相关类别所包含算法较少, 就不做进一步划分.
本文主要就前两者的特点, 简单介绍相关原理及其典
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型算法和发展现状. 

2.1   稀疏表示贪心算法

贪心算法的核心思想就是用局部优化来代替全局

优化, 提高算法的运算效率. 该类算法都是通过一步一

步增加有效列的方式来获得最接近原信号的解. 初始

有效集合为空集, 每一步增加的列都要能够最大限度

地减少有效集与原信号之间的重构残差, 当这个重构

残差小于一个阈值时结束运算. 贪心算法提供了一种

求解稀疏表示解的特殊方法[12].
匹配追踪算法 (MP)[13] 是最早的使用贪心策略求

解稀疏表示问题近似解的方法. 匹配追踪算法的思想

就是通过求内积的方式, 从过完备字典中寻找与输入

信号最为匹配的原子, 用初始残差剪掉这一原子后得

到下一代残差 ,  重复这一过程直到残差小于给定的

阈值[14,15].
l0

D = [d1,d2]

x = a1d1+a2d2+

a3d1+a4d2+ · · ·

匹配追踪算法提供了求解最小化 范数的优化问

题的思路, 但其存在一个明显的缺陷, 即在将信号残差

向所选原子投影时, 由于所选原子之间并不是正交的

关系, 所以会出现同一原子被重复选中的情况, 因而算

法需要经过多次迭代才能达到收敛条件, 例如在二维

空间中, 信号 x 可用 来表示, 那么匹配追踪

算法就会在这两个向量之间迭代投影, 即
也就是说匹配追踪算法的方向选择不

是最优的, 而是次优的.
在匹配追踪算法的基础上, Pati等人提出了正交匹

配追踪算法 (OMP)[16] 的概念, 正交匹配追踪算法较

MP 算法的根本性进展就是在将残差信号投影到所选

原子之前, 先对所选原子进行施密特正交化处理, 这一

步骤使得算法每次迭代的结果都是全局最优解, 收敛

速度相较于MP算法有很大提升, 迭代次数大幅减少.
在MP和 OMP算法的基础上, 又衍生出了很多相

关的贪心算法. 2009 年, Needell 等人提出了正则正交

匹配追踪算法 (ROMP)[17], ROMP 算法将贪心算法与

凸优化问题相结合, 考虑在匹配时同时选取内积最小

的 K 列, 然后通过正则化约束再进行一遍筛选的方式

来提高匹配效率, 最终获得了更快的收敛速度且从含

噪声的观测信号中完整的恢复出了原信号. Donoho等
人于 2012年提出了分段正交匹配追踪算法 (StOMP)[18],
通过设定阈值、选择和投影 3 个步骤的方式优化了

OMP算法.
除此之外, 从自适应的角度出发, 2008年 Do等人

提出了稀疏度自适应匹配追踪算法 (SAMP)[19], 通过交

替估计的方法解决了稀疏度未知的情况. 高睿等人于

2010年提出了基于压缩感知的变步长自适应匹配追踪

重建算法 (VssAMP)[20], 算法对 SAMP 的迭代停止条

件进行了改进, 只有先后同时满足两个停止条件时才

会停止迭代, 如果第一个停止迭代条件不满足则剩余

步骤与 SAMP相同. 2012年, Sun等人提出了稀疏自适

应压缩采样匹配追踪算法 (CSAMP)[21], 采用了回溯线

搜索的方式, 降低了算法的复杂度, 具有高精度、自适

应性强、高噪声鲁棒性等优点. 2018 年王福驰等人引

入 Dice 系数匹配准则改进了自适应匹配追踪算法, 提
高了算法的重构质量和运算速度[22]. 2019 年于金冬等

人针对稀疏度需要作为先验信息的特点提出利用指数

函数的特性对稀疏度进行分段试探, 能够很大程度上

降低对稀疏度的依赖, 自适应重构出原始信号的成功

率很高[23]. 同年唐川雁等人针对 SAMP 算法中原子预

选数量超过测量值导致的无法重构的问题, 提出了变

比例的稀疏度自适应匹配追踪算法, 在一定程度上提

高了重构成功率[24].
2009年, Needell等人还提出了压缩采样匹配追踪

算法 (CoSaMP)[25] 的概念, 将限制等距性和剪枝技术等

结合到 OMP算法的迭代结构中, 该算法在重构信号方

面的表现也很出色. 受到压缩采样匹配追踪算法的启

发, Dai 等人还提出了一种子空间追踪法 (SP)[26], 这种

算法大幅提升了优化的效果, 但也显著增大了计算量

和算法的复杂度, 2010 年杨成等人根据前述算法的研

究, 提出了压缩采样中的稀疏度自适应子空间追踪算

法 (SASP)[27], 改进了稀疏度初始估计值的估计方法并

将弱匹配原则应用到字典原子选取中, 最后通过子空

间追踪方法重构信号. 算法的重构效果相对较好, 但时

间复杂度略高. 2017年, 为了解决算法应用中出现的重

构遮挡情况, 丁函等人提出了贪婪回溯子空间追踪算

法, 将正交匹配追踪算法和子空间追踪算法相结合, 提
高了算法的实用性[28].

通过优化算法的结构, Jost等人还提出了一种树基

匹配追踪 (TMP)算法[29], 通过构造树形结构字典, 大幅

提高了信号稀疏分解的速度, 但同时降低了收敛的速

度. 在此基础上 La 和 Do 提出了一种新的树基正交匹

配追踪 (TBOMP)算法[30], 通过将正交匹配追踪方法与

树基匹配追踪算法相结合, 降低了收敛所需时间, 保证

了残差经过有限次迭代后能够收敛为零. 基于此, 2013
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年 Gen等人提出了一种新的基于树的回溯正交匹配追

踪算法[31], 该算法将小波树结构转化为候选原子的对

应关系, 而不需要任何信号稀疏性的先验信息. 因此,
原子选择过程将更加结构化, 并且可以缩小搜索空间.
此外, 根据回溯过程, 可以检测出先前选择的原子的可

靠性, 并在每次迭代中删除不可靠的原子, 最终实现信

号的精确重构.
2013年, Karahanoglu和 Erdogan创新性的提出了

一种具有两个阶段的前向后追踪 (Forward-Backward
Pursuit, FBP)[32] 方法, 前向阶段目的是扩大支持度估

计, 后向阶段是为了去除部分不满意原子, 2019年Meng
等人对前后向追踪算法进行了优化, 提出了改进的自

适应前后向追踪算法 (IAFBP)[33], 加快了重建速度的同

时克服了自适应过程中存在的过度回溯现象, 提高了

算法的准确性.
表 1为部分代表性算法的观测样本数量和算法复

杂度比较[34], 其中, N 是信号维度, K 为稀疏信号非零元

个数, b 为某常数, 表式创建树的过程中形成的组的大小.
 

表 1     5种贪心算法比较
 

算法名称 观测样本数 算法复杂度 算法特点

MP K log2N N log2N 算法原理简单, 但不能保证每次

迭代的结构都是全局最优解

OMP K logg2N2 NK3
每次迭代的结果都是全局最优

解,  收敛速度较MP算法有很大

提升

ROMP K log2N N log2N 利用了随机频域测度的限制等距

性原理, 计算所需时间大幅减少

StOMP K log2N N log2N 收敛速度的提升相比较ROMP
更进一步, 但重构效果一般

TMP K log2N2 2bK3
树型结构字典能够快速实现信

号稀疏分解, 但收敛速度下降
 
  

2.2   稀疏表示约束优化算法

l0
l1

对于求解式 (3) 的方法, 有一种思路就是通过将

范数松弛到 范数, 然后再寻求优化方法, 如式 (4)所示:

ŝ= argmin
{

1
2
||x−Ψs||22+λ||s||1

}
(4)

约束优化算法就是通过这一方式将可微的非约束

问题转化为光滑可微的约束优化问题后进行求解, 代
表的有 3种算法分别是梯度投影稀疏重构算法、内点

法和交替方向法. 这些方法是对约束优化方法的有效

开发, 具有较好的收敛性. 本文接下来将简单介绍这

3类算法各自的特点. 

2.2.1    梯度投影稀疏重构算法

α

梯度投影系数重构算法的核心思想就是构造一个

约束函数[35], 并将约束函数中的 分为正负两个部分,
利用矩阵运算进行优化.

根据使用的参量的不同, GPSR又被分为多种其他

类型, 常用的为 GPSR-Basic 算法和 GPSR-BB 算法.
第 1 种算法沿负梯度方向进行搜索, 并且采用了一种

回溯线搜索的方式使得函数 G 充分减小[36], 这种方式

保证了每一代的目标函数 G 值都是减小的. 第 2种算法虽

然不具备这种特性, 但是由于具有良好的理论支持和

计算性能, 因此受到研究者的重视[37]. 梯度投影稀疏重

构算法近年来也得到了迅速的发展, 2011 年 Deng 等

人提出了一种新的迭代加权梯度投影算法, 即 IWGP[38],
用于恢复大尺度背景下的稀疏信号, 它减少了对信号处

理的不良影响, 提高了梯度投影的计算效率. 2014 年

Chen 等人提出了一种基于梯度的二维稀疏图像重建

算法[39], 大大减少了二维图像重构的时间. 同一时期,
Liu 等人[40] 提出了一种迭代逼近梯度投影算法. 通过

引入一个放松限制变量, 可以将噪声问题转化为等式

约束问题, 从而将问题转化为二次规划问题. 基于拟拉

格朗日函数和部分对偶的思想, 提出了一种简化算法

的思路. 为了进一步提高 GPSR-BB 算法的性能, 梁丹

亚等人于 2015 年引入了具有全局搜索能力的粒子群

优化算法. 利用粒子群算法的全局发展能力和 GPSR-BB
算法的局部搜索能力, 提高了算法的收敛速度, 降低了

算法的运行时间[41]. 2017 年胡剑峰在 GPSR-BB 算法

的技术上进行了改进, 通过对迭代点进行常数步长的

预测, 然后根据预测点计算得到新的迭代点并进行校

正, 提高了算法的运行速度[42]. 

2.2.2    内点法

l1

内点法一般结合牛顿法来使用, 是求解光滑无约

束问题的重要方法[43], 缺陷是迭代求解牛顿方程十分

费时. 而一种截断牛顿的方法则能够明显降低求解所

需要的时间. 求解大规模的最小化 范数的模型优化

问题就可以使用基于截断牛顿的内点法[44–46]. 求解优

化问题时有 3 个关键步骤, 分别是: (1) 将非约束不光

滑问题转换为约束光滑问题. (2) 利用内点法获得一个

新的非约束光滑问题. (3) 通过截断牛顿法求解. 截断

牛顿内点方法在图像重构、人脸识别、SAR成像等等

许多领域都有一定的发展, 为许多研究的进展提供了

新的思路. 2018 年 Corbineau 等人从基础的内点法出
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发, 将算法与一种新的线搜索策略相结合, 提出了一种

适用于一般凸约束条件下光滑凸函数和非光滑凸函数

之和最小化的近似内点 (PIPA)[47] 算法, 优化了算法的

效果. 

2.2.3    交替方向法

交替方向法的核心思想就是利用变量可分解的性

质, 通过对变量的分量分别进行优化来达到优化整体

变量的效果[48], 降低维度, 简化运算, 提高效率. 交替方

向法及其一系列衍生算法, 由其求解大规模优化问题

时的突出效果, 已经在机器学习、物联网、云计算等

等众多领域的大数据优化问题中得到应用, 产生了诸

如交替方向乘子法 (ADMM)[49] 等一系列算法, 为不同

领域大规模数据优化问题做出了重要贡献. 近两年更

是在多目标优化调度[50]、保密能效优化[51]、嵌入式系

统[52] 等领域取得了突出进展. 表 2 是 3 类约束优化算

法的对比.
 

表 2     3类约束优化算法对比
 

算法名称 代表算法 适用场景 算法优缺点

梯度投影稀

疏重构算法
GPSR-BB 稀疏图像重建

在大尺度背景下稀疏信

号恢复效果更好,  但提

高算法的运行速度一直

是研究的重点方向

内点法
基于截断牛

顿的内点法

求解光滑无约

束问题

应用性较好,  但算法复

杂度较高,  求解牛顿方

程十分费时

交替方向法 ADMM
大规模优化

问题

大规模数据优化效果较

好, 但算法复杂度较高
 
  

2.3   其他稀疏表示优化算法

用于求解稀疏表示模型的优化算法还有很多种类

型, 其中比较有代表性的有基于近似算法的稀疏表示

优化算法、基于同伦算法的优化算法等.

l1

就像牛顿方法是用于求解非约束光滑模型最小化

问题的常用方法, 近似算法可以看作是求解大规模的,
有约束的, 非光滑问题的常用方法, 特别是在涉及高维

问题时有比较突出的效果. 近似算法的核心思想是利

用近似算子迭代求解子问题, 其计算效率比直接求解

原问题高得多. 一般的 范数正则化稀疏表示问题即是

一个典型的非光滑凸优化问题, 因而利用近似算法可

以有效地解决这个问题. 近似算法还可以细分为软阈

值或收缩算子方法、迭代阈值收缩算法、阈值快速迭

代收缩算法、基于可分离近似的稀疏重构方法等.
同伦理论是从拓扑学领域延伸出来的, 主要应用

l1

l1

于非线性问题求解领域. 同伦技术在稀疏表示中的应

用最早源于求解 范数罚函数的最小二乘问题[53], 其基

本思想通过追踪一个参数变化时连续变化的参数路径

来求解最优化问题. 与 OMP 方法相比, 同伦方法更有

利于通过在活动集中添加或删除元素来循序渐进地更

新稀疏解. 代表算法有 LASSO 同伦算法[54]、BPDN
同伦算法[55]、基于同伦方法的 范数重新加权迭代方

法等[54]. 

3   稀疏表示应用与未来发展展望

目前稀疏表示的应用范畴主要还局限在自然信

号领域, 在非自然数据信号领域的应用前景尚不明晰,
根据稀疏表示在各个领域中应用的特点, 可以将稀疏

表示的应用类型分为基于重构的应用和基于分类的

应用[56].
基于重构的应用主要有图像去噪[57,58]、图像信号

重构[59]、音频信号恢复[60]、压缩感知[61]、SAR成像[62]

等, 这一类别的应用的共同点即需要先获取目标信号

的特征, 利用特征构建稀疏向量, 再利用稀疏表示理论

中的数学模型进行求解以达到在可允许的误差范围内

重构原信号的效果.
稀疏表示在图像去噪领域的应用相较于空间域去

噪和变换域去噪而言有着天然的优势, 后两者的思路

分别是将噪声“平摊”到每个像素点和将图像变换到其

他频域来去掉噪声比较集中的频率. 对于稀疏表示方

法, 稀疏分解的过程会将非稀疏性的噪声信号排除出

去, 因而在重构图像的过程中就不会出现噪声信号, 稀
疏表示方法也因这一特性而在图像去噪领域拥有巨大

的潜能. 现阶段基于稀疏表示的图像降噪方法已经应

用到了遥感领域、医学影像处理领域、军事侦察影像

处理领域等, 为各个领域的发展都做出了突出的贡献.
与图像去噪理论相似, 基于稀疏表示的图像重构理论

在这些领域中也起着至关重要的作用, 稀疏表示图像

重构算法基本思路是通过算法获得高分辨率图像和低

分辨率图像之间的关系, 通过对高、低频图像块集进

行稀疏表示获得对应的字典, 达到对于一幅给定低频

成分的图像, 能够重建出其高频部分的效果, 再将二者

进行叠加, 从而获得高质量高分辨率图像.
压缩感知技术使得用远低于奈奎斯特采样频率采

样信号, 并恢复出原信号成为可能, 而压缩感知技术再

信号重构领域使用的稀疏技术使得其与稀疏表示技术
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在信号重构领域相互交融, 相辅相成. 根据压缩感知技

术原理, 信号在某个变换域稀疏, 就能够通过求解最优

化问题对原始信号进行重构, 而语音信号恰好具有这

一天然特性, 这就是压缩感知技术和稀疏表示技术在

音频信号重构领域能够得到应用的原因. 现阶段基于

稀疏表示技术的语音信号重构技术已经在语音信号识

别、语音分离、信息隐藏等领域做出了重要贡献.
基于分类的应用主要有人脸识别[63]、目标追踪[64]、

文本检测[65]、盲源分离[66] 等, 基于分类的应用都是通

过提取对象的特征信息构造稀疏的特征向量, 这些特

征向量之间具有强烈的区分性, 能够区分不同类别的

信号, 再根据稀疏表示的优化方法, 判别目标信号与这

些特征向量之间的距离, 在满足一定阈值的时候则判

定从属于该类别, 以达到模式识别和分类的效果[67].

l1

基于稀疏表示的人脸识别是近年来人脸识别领域

的研究热门, 2009年Wright等人第一次将稀疏表示技

术应用到人脸识别技术中, 算法模型比较简单, 首先通

过训练获得过完备字典, 计算最小化 范数约束下的稀

疏系数, 然后计算人脸图像与各类别的稀疏系数之间

的重构残差, 取最小残差为所属类别. 基于稀疏表示的

人脸识别技术拥有模型简单、鲁棒性强、光照影响

小、可识别遮挡等的优势, 因而在人脸识别领域得到

了迅猛发展.
由于稀疏表示算法具有计算速度快、存储容量要

求小、预测新数据速度快等优点, 基于稀疏表示的目

标追踪很快就成为了目标追踪领域的热门研究方向,
目前基于稀疏表示的目标追踪已经应用到了军事领

域、交通运输监测、安全监控、人机交互、医学领域、

视觉导航等领域, 优化了各个领域目标追踪的效果.
盲源分离技术是为了解决输入未知、传输信道未

知而输出已知的信号处理技术, 而稀疏表示技术通过

分开混合矩阵的估计过程和源信号的估计过程的方式

降低了算法复杂度, 提高了源信号分离精度, 成为了当

前盲源分离问题中的热门方法. 

4   结束语

近年来稀疏表示经历了迅猛的发展, 但其中仍有

很多问题值得深入研究. 例如稀疏表示模型的灵活性

还有待提高[68], 现有稀疏表示算法的目标基本都放在

了求最稀疏的解上, 但在实际表示时可能会存在多目

标干扰, 此时若一味追求最稀疏的解, 很可能无法得到

最优解, 例如在图像重构时[69], 如果仅考虑稀疏解, 就
可能会导致目标丢失的现象, 因此需要更为灵活的稀

疏表示模型来应对多目标干扰时出现的问题. 稀疏表

示算法的自适应性也有待提高, 现存的很多算法采用

的还是预先给定参数, 再根据结果修改参数的方式进

行求解, 这样势必会导致工作量倍增且自动化程度受

限, 这就限制了算法在很多自动化要求较高的领域中

的应用. 除此之外, 现有的稀疏表示模型基本都建立在

目标函数为线性函数且只含高斯白噪声的基础上, 传
统的稀疏表示算法的目的也是获得观测信号的线性表

示, 这就意味着稀疏表示在处理图像、声音等信号时

有着不错的效果, 但面对非自然信号时就束手无策了,
因此要想获得更为广阔的应用空间, 就仍需对算法原

理进一步改进.
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