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网络化时滞控制系统的有限时间稳定性分析① 
刘  薇 1, 周  振 2, 王跃灵 2 
1(浙江东方职业技术学院, 温州 325011) 
2(燕山大学 工业计算机控制工程河北省重点实验室, 秦皇岛 066004) 

摘 要: 针对网络控制系统中存在于传感器-控制器-执行器间的双时延问题, 提出了一种基于 Markov 模型的状

态反馈控制策略. 与传统应用 Markov 随机过程的方式相比, 该策略采用两个 Markov 链描述每一个时延, 通过状

态反馈把该随机系统描述为具有四个随机参量的离散Markov跳变系统. 利用Lyapunov有限时间稳定性理论分析

得到该系统稳定的充分条件, 并利用线性矩阵不等式(LMI)得到了可行的反馈矩阵. 数值仿真结果进一步证明了

该策略的有效性.  
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Abstract: This paper is concerned about the networked control systems with random time delays, which occur in both 
sensor-controller and controller-actuator. For solving the problem of its dynamic features and uncertainty, one puts 
forward a state feedback control strategy with Markov characteristics. Moreover, in contrast with the way modeled 
through Markov stochastic process, each time-delay is described with two Markov chains, so that the resulting 
closed-loop system is established as a discrete Markovian jump system with four random parameters. A sufficient 
condition on the issue of finite-time bounded and stabilization is established through the theory of Lyapunov, and a 
linear matrix inequality (LMI) approach is employed to calculate the gain matrix of controller. Finally, an illustrative 
numerical simulation is given to demonstrate the effectiveness of the strategy proposed. 
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网络控制系统是通过反馈控制回路进行实时网络

传输, 它的主要优点是低成本、轻重量、安装简单、

维护方便和可靠性高, 因此, 网络控制系统在制造工

厂、车辆、飞机、航天器等领域有很大的应用前景[1-3]. 
网络诱导时延是网络控制系统的一个主要的问题, 它
的存在严重影响着控制系统的动态性能和稳态性能[4].  

在过去的十年里 Markov 跳变系统已经被广泛的

研究, 其主要原因是Markov跳变系统对拥有随机变化

的结构、会受到随机干扰等这一类动态系统是一个合

适的数学模型[5-7]. 在文献[8]中, Zhang 等人提出利用

Markov 过程来描述网络控制系统的传输时延问题, 并 
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根据倒立摆的实例仿真给出进一步的证明. 值得一提

的是, Xiong等人提出了一种新的描述时延问题的方式, 
文章[9,10]中假定存在于模态信号一个时变时滞和存在

于系统状态一个时变延迟 , 这样在系统中用两个

Markov 链描述每一个随机时延信号, 并对该状态反馈

闭环系统进行随机稳定性分析. 在文献[11]中, 网络控

制系统中在传感器-控制器-执行器间都采用了时间驱

动方式, 存在两个随机时延的网络控制系统下建立离

散Markov跳变模型,并且进行随机稳定性分析. 如图 1
所示, 在传感器-控制器和控制器-执行器间存在时延，

分别表示为
sc
kτ 和

ca
kτ . 基于通讯拓扑结构的网络控制 
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系统中, 应用Markov跳变模型描述子系统间的不确定

性和随机转换的通讯特性, 将拥有一个良好的前景. 
基于实际应用中系统的复杂性和不确定性 , 具有

Markov 特性的模型将得到更广泛的推广.  
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图 1  网络控制系统原理示意图 

 
  在[12]中回顾了有限时间控制方法的起源, 有限

时间控制系统因具有良好的鲁棒性能和抗扰动性能而

受到广泛关注[13-16]. 在文献[17,18]中, 全局一致的有

限时间稳定性是对一个时变系统讨论了包含两个子系

统级联的有限时间一致稳定性. 文献[19-22]分别针对

各种连续、离散的随机线性和非线性系统进行有限时

间稳定性分析. 此外, Zhang、Wu 和 Li 等人还对

Markov 跳变系统中不确定转移矩阵问题进行了随机

稳定性和鲁棒稳定性分析[23-25]. 有限时间控制方法可

以提高系统的控制性能, 因此对有限时间控制的研究

具有重要的意义[26].  
  在本文当中, 我们研究具有Markov特征的网络控

制系统的稳定性. 具有双时延的网络控制系统中, 每
个时延模型都具有两个跳变参数, 利用状态反馈建立

的闭环系统被描述为具有四个随机跳变参数的

Markov 跳变系统, 并且理论证明了闭环系统是有限时

间稳定的. 最后, 实例仿真可以更充分的证明有限时

间稳定的结论. 本课题的研究具有一定的应用前景.  
   
1  问题描述 
1.1 系统模型 

在本文中, 针对一类网络控制系统的双时延问题, 
我们基于一种新的建模方法建立了一个 Markov 跳变

系统. 为了后面章节叙述方便, 定义有限集合Ω 、 1Ψ 、

2Ψ 和 Γ  
{ }
{ }
{ }
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d d

1

2

1,2, ,T  T Z

1,2, ,S  S Z

1,2, , U  U Z

1,2, ,E  E Z

+

+

+

+

⎧ = ⋅ ⋅ ⋅ ∈
⎪

= ⋅ ⋅ ⋅ ∈⎪
⎨

= ⋅ ⋅ ⋅ ∈⎪
⎪ = ⋅ ⋅ ⋅ ∈⎩

Ω

Ψ

Ψ

Γ  
其中, dΤ , S , U , E 均为给定正整数.  

对于一类离散的 Markov 跳变系统 

( 1) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( )
( 1) ( ( )) ( )
k k k k k k k
k k k
+ = + +⎧

⎨ + =⎩ σ
x A r x B r u G r d
d F d

  (1) 

其中, , ( ) nk Z k R+∈ ∈x 为系统状态, ( ) mk R∈u 为系统控

制输入, ( ) nd k R∈ 为系统干扰. ( )r k 为系统时延模态, 
( )kσ 为系统干扰模态, 均为时间同治 Markov 过程, 为

了叙述方便, 分别记 ( )kr r k= , ( )kk σσ = .  
在网络控制系统中, 记在第 k 采样时刻的延时时

间分别为
sc
kτ 和

ca
kτ , 而在第 k 采样时刻时, 通常情况下

都已知控制器-执行器在 k-1 时刻的时延
ca
k 1−τ 和传感器-

控制器的时延
sc
kτ , 设计状态反馈控制器的控制率为 

1
( ) ( ) ( )sc ca

k k

sc ca
k kk

k k
τ τ

τ τ
−− −

= − −u K r x          (2) 

将式(2)代入式(1)得到闭环控制系统 
( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )sc ca

k k
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k k k k kk

k A k B k G k
τ τ

τ τ
− −

+ = + − − +x r x r K r x r d  
(3) 

在实际的网络控制系统中, 当前时刻的时延通常

情况下与先前时刻的时延有关, 所以随机时延
sc
kτ 和

ca
kτ 是时间同治的 Markov 链, 其对应的有限集合为 1Ψ

和 2Ψ , 及其转移矩阵可描述为 
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定义系统(3)的时延模态阵为 
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记 ( ) kR k R= . 建立状态反馈控制系统, 首先定义

增益矩阵为 
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由式(2)和式(6), 可得系统控制率为 

( )1 2( ) ( ) ( ) ( )sc ca sc ca
k k k k kk kτ τ τ τ= − −u L K R L x        (7) 

其中, 1( )sc
kL τ 和 2 ( )ca

kL τ 为系统的模态选择矩阵. 该矩

阵在除了第 1+sc
kτ 个矩阵块和第 1+ca

kτ 个矩阵块外其它

元素均为零, 分别描述如下 
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在第 k 次采样周期, 定义系统广义状态矩阵为 
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综上所述, 系统(1)可重新描述为 
( 1)k + =x  

( ) ( ) ( )1 2[ ( ) ( ) ] ( ) ( ) ( )sc ca sc ca
k k k k k k k kk kτ τ τ τ+ − − +A r B r L K R L x G r d   (10) 

其中, 广义状态阵中其他状态保持上一时刻的值.  
1.2 系统转移矩阵 

引理 1. 对于一个有限集合Γ , 存在一个常数 +∈Zη , 
定义两个集合 Γ×⋅⋅⋅×Γ×Γ=Γ +1η 和 { }11 1,2, ,Eη

η
+

+Γ = ⋅ ⋅ ⋅ , 
并且引入一个映射关系Ξ : 1

1
+

+ Γ→Γ η
η  

1
1 1( ) ( 1)E ... ( 1)E ( 1)Ei i i iη η

η ησ −
− − + −Ξ = + − + + − + −   (11) 

其中, Tiiiii ] [ 121 ηησ −+−−− ⋅⋅⋅= , Γ∈⋅⋅⋅ −+−−− ηη iiiii 121 .  
定义系统转移阵 )],)(,([),( 1 hulvpca

k
sc
k =Θ −ττ , 基于引

理 1 将系统转移阵描述如下:  
当延时发生在传感器-控制器间时, 将状态反馈闭

环控制系统的时延模态记为 kθ , 时延记为 1,m n∈Ψ . 
对于任意的两个时延模态 1,u v η+∈Γ 总对应两个

1,u v η+∈Γ% % , 记为 
( )1 T

1[ , ,..., ]Su u i i i−
− −= Ξ =%  

( )1 T
1[ , ,..., ]Sv v j j j−
− −= Ξ =%           (12) 

为了描述清晰, 我们可以将向量 kθ% 和 1kθ +
% 表示如下 

T
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T
1 1 1[ , ,..., ]k k k k Sθ θ θ θ+ + − +=%            (13) 

其中转移概率阵表示为 

[ ]3 1 Pr( ( ) | ( ) ) 0uv uv k kv uκ κ θ θ+= = Ξ = Ξ = ≥% %Π      (14) 

在这里, 令 k uθ =% % 和 1k vθ + =% % , 由此可得 
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当延时发生在在控制器-执行器间时, 同比与传感

器-执行器端, 可以得到控制器-执行器间的转移概率

阵 

1 1 2 1Pr[( , )( , )] ( , ) ( , )... ( , )qp lh U Ul p h q t f g f g f gκ ο ο ο− − − − + −=  (16) 

其中转移概率阵表示为 
[ ]4 1 Pr( ( ) | ( ) ) 0lh lh k kh lκ κ += = Ξ = Ξ = ≥% %θ θΠ    (17) 

综上所述, 离散 Markov 跳变系统的转移矩阵为 

1
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2  有限时间稳定性分析 

定义 1. (有限时间有界)对于离散系统:  

( 1) ( ) ( )
( 1) ( )
k k k
k k
+ = +⎧

⎨ + =⎩

x Ax Gd
d Fd

         (19) 

如果有 ( )T 2(0) 0 α≤x Rx , 则 { }d1,2, ,Tk∀ ∈ ⋅⋅ ⋅ 都有

( )T 2( )k k β≤x Rx 成立 . 其中 , 外部扰动信号满足

( )T ( ) Dk k <d d , 有限时间步长 T 为给定正整数, R 为正

定矩阵, 且 d0 ,T Zα β +< < ∈ .  
定义 2. (有限时间稳定)对于系统(19)在满足有限

时间有界的同时令系统干扰信号 ( ) 0k =d , 则称系统

是能够有限时间稳定的.  

引理 2. (Schur 补) 
对给定的对称矩阵 

11 12
T
12 22

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

s s
S

s s
 

其中 11
r rR ×∈s , 22

n nR ×∈s 和 12
r nR ×∈s , 以下三个条件是等

价的:  
a) | | 0<S ;  
b) T 1

11 22 12 11 12| | 0,| | 0−< − <s s s s s ;  
c) 1 T

22 11 12 22 12| | 0,| | 0−< − <s s s s s ;  
引理 3. 对于离散系统(10)关于 d( , , ,D,T )α β R 有限

时 间 有 界 , 如 果 存 在 正 定 矩 阵 ( )i k= =P P i r , 
( )j k= =σQ Q j , 以及一个标量值 1≥ρ , 使得以下矩阵
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不等式成立:  
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其中, max min( ) / ( )λ λ⋅ ⋅ 分别表示对应矩阵的最大及最小

特征值, 且有 
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标量 1≥ρ 对于有限时间稳定性的证明起关键的

作用, 当 1=ρ 的时系统是随机稳定的.  
定理 1. 离散 Markov 跳变系统 (10) 是关于

d( , , ,D,T )α β R 是有限时间稳定的, 在模态 k=i r ,如果存

在 受 限 于 系 统 模 态 的 正 定 矩 阵

( )i k= =P P i r , ( )j k= =σQ Q j , 以及一个标量值 1≥ρ , 
使得以下矩阵不等式成立:  

T
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1 2

( ) ( ) 0
i i

j j i

i i i

ρ
ρ

−

⎡ ⎤−
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证明: 系统(10)是关于 d( , , ,D,T )α β R 有限时间稳定

的, 由引理 3 得到一个充分条件 
T T
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根据 Schur 补引理可以得到 
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上式等价于式(24), 由此得证.  
定理 2. 离散 Markov 跳变系统 (10) 是关于

d( , , ,D,T )α β R 是有限时间稳定的, 在模态 k=i r , k=σj , 
如果存在正定矩阵 L , 以及一个标量值 1≥ρ , 使得

以下矩阵不等式成立:  
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       (25) 

d

2
3 1

T
2

D /
0

ω α ω β
β ω ρ

⎡ ⎤+
<⎢ ⎥

⎣ ⎦
       (26) 

1 1
1 2iω ω− −< <R L R            (27) 

30 /j ω< <L I              (28) 

其中,  
( )1 min iω λ= L  

( )2 max iω λ= L  

( )3 min1 / jω λ= L             (29) 

证明: 首先令
1

i i
−=L P , 1

j j
−=L Q , 正定对称矩阵 L

可以写为 

( ) ( )max 1
min

1λ
λ −

=L
L  

式(20)等价于 
T 1 1 T 1
1 1 1 2

T 1 T 1 T 1 1
2 1 2 2

0
( ) ( )

i i i i i i i

i i i i i i j j

ρ
ρ

− − −

− − − −

⎡ ⎤−
<⎢ ⎥+ −⎢ ⎥⎣ ⎦

Z L Z L Z L Z
Z L Z Z L Z F j L F j L (30) 

将式(30)先左乘式(31), 然后再右乘式(31) 

i

j

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

L 0
0 L                    (31) 

经过多步运算处理, 可以得到不等式 
T 1 T T T 1 T
1 1 1 2

T 1 T T 1 T T 1 T T
2 1 2 2

0
( ) ( )

i i i i i i i i i i j

j i i i i j i i i j j j j j

ρ
ρ

− −

− − −

⎡ ⎤−
<⎢ ⎥+ −⎢ ⎥⎣ ⎦

L Z L Z L L L Z L Z L
L Z L Z L L Z L Z L L F j L F j L L  

(32) 

然后, 根据 Schur 补引理得到不等式 
T T
1 1 T T

1 2T T 1 T T
2

0
( ) ( )

i i i
i i i i j

j i j j j j

ρ
ρ

−
−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤−
⎡ ⎤ + <⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

L Z L 0
L Z L Z L

L Z 0 L F j L F j L L  

(33) 
进而, 经过化简得到不等式 

T T
1 2

T T
1
T T 1 T T
2

0
( ) ( )

i i i i j

i i i

j i j j j j

ρ
ρ−

⎡ ⎤−
⎢ ⎥− <⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

L Z L Z L
L Z L 0
L Z 0 L F j L F j L L

   (34) 

再一次应用 Schur 补引理得 
T T

1 2
1 T T T

1
T T T

2

( ) 0
( )

i i i i j

j j i i i

j j i j

ρ
ρ

−

⎡ ⎤⎡ ⎤ −
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎡ ⎤ + − <⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦
⎢ ⎥⎢ ⎥ −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

0 L Z L Z L
0 L 0 0 F j L L Z L 0

L F j L Z 0 L
(35) 

由此可得, 上式等价于式(25). 不等式(26)是基于

正定对称矩阵的性质, 将式(21)演化得到. 证明完毕.  
 

3  仿真验证 
为了证明文章中所提出理论的实用性和灵活性, 



计 算 机 系 统 应 用                        http://www.c-s-a.org.cn                     2015 年 第 24 卷 第 2 期 

 32 专论·综述 Special Issue

我们举一个关于离散 Markov 跳变过程描述通讯时延

的有限时间镇定问题的仿真实例. 考虑到一个不确定

的 Markov 跳 变 系 统 具 有 运 行 模 式 , 其 中

{ }1 1,2,3=Ψ { }2 1,2,3=Ψ  E 3= , 并且假设 2η = . 系统数

据如下:  

11

2.7 1 0
1 1.3 0.17

1.5 0.7 1.7

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A 12

1.7 2 0
3 1.3 0.37

2.5 1.7 0.2

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

A 13

2.2 1 0
1 2.3 0.3
3.5 0.2 2.7

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

A

21

1.6 1 0
0.44 0.6 1.2
1.9 0.8 0.5

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

A 22

3.6 1 0
0.44 0.6 1.2
1.3 0.8 0.6

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A

23

3 1.4 1
0.44 0.6 1.2
3.3 0.8 0.5

A
− −⎡ ⎤

⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

31

2.6 1.2 0
1.4 0.15 0.3
1.1 0.7 0.03

⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

A

32

4.6 2 0
2.4 1.2 0.3
1.1 0.7 0.03

⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

A 33

1.6 1 0
1.4 0.2 0.4
1.5 0.4 0.3

⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

A  

11

0
0
1

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

B 12

1
0
1

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

B 13

0
0
1

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

B 21

0
1
1

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

B 22

0
1
1

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

B 23

1
1
1

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

B 31

1
0
0

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

B

32

1
1
0

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

B 33

0
1
0

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

B 11

0.1
0.09
0.3

⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

G 12

0.15
0.1

0.2

⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

G 13

0.21
0.03
0.14

⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

G 21

0.11
0.19

0.23

⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

G

22

0.15
0.1

0.22

⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

G 23

0.21
0.43
0.34

⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

G 31

0.4
0.39

0.13

⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

G 32

0.15
0.12

0.02

⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

G 33

0.41
0.13
0.24

⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

G  

系统时延的转移概率矩阵和模态转移矩阵为:  

1

0.1 0.6 0.3
0.3 0.2 0.5
0.4 0.3 0.3

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

Π 2

0.3 0.5 0.2
0.2 0.2 0.6
0.1 0.3 0.6

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

Π  

3

0.2 0.4 0.4
0.5 0.1 0.4
0.1 0.2 0.7

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

Π 4

0.4 0.2 0.4
0.6 0.1 0.3
0.2 0.3 0.5

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

Π  

通过定理 2 得到状态反馈控制器增益为:  
[ ]11 -1.5008 -0.7005 -1.7000=K  
[ ]12 -1.1614 0.0938 -0.8535=K  
[ ]13 -2.6029 -1.1994 0.0009=K  
[ ]21 -1.5016  -0.7011  -1.7001=K  
[ ]22 -0.8726  -0.7007  -0.8999=K  
[ ]23 -2.4820  -1.1342   0.1052=K  
[ ]31  3.4979  -0.2029  -2.7003=K  
[ ]32 -0.1423   0.0367  -0.5912=K  
[ ]33 -1.3945  -0.1965   0.4001=K  

将状态反馈控制率带入到系统(10)中, 假设系统

的初始状态 [ ]T(0) 1 0.5 1= − −x , 系统的拓展状态空间

中初始状态 [ ]T( ) 1 0.5 1sc ca
k kτ τ− − = − −x . 图 2 和图 3 分别

表示在传感器-控制器和控制器-执行器间的系统时延, 
图4和图5分别表示在传感器-控制器和控制器-执行器

间的系统模态.  
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图 2  传感器到控制器随机时延 
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图 3  控制器到执行器随机时延 
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图 4  传感器到控制器系统模态 
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图 5  控制器到执行器系统模态 

 
  在相应的时延模态和系统模态下, 图 6 是在存在

系统干扰的情况下的系统状态曲线, 图 7 是系统没有

干扰下的有限时间稳定曲线. 仿真曲线中三个状态变

量在有限的采样时间节点收敛到零, 进一步证明系统
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的有限时间稳定性问题.  
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图 6  存在干扰下的系统状态曲线 
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图 7  没有干扰下的系统状态曲线 

 
4  总结 
  本文是研究关于随机时延建立 Markov 跳变系统

的有限时间镇定问题. 假定存在随机的系统模态信号

和时变系统状态信号, 进而将网络控制系统的双时延

描述为具有四个随机跳变参数的闭环控制系统, 并对

建立的状态反馈闭环控制系统进行有限时间稳定性分

析. 利用 LMI 的方法提出了一个有限时间状态反馈控

制器的设计条件, 给出了构建此类控制器有效性的理

论证明. 最后数值模拟仿真充分证明了所提出的控制

器有效性.  
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