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利用遗传算法求解圆排列问题① 
徐小平 1, 朱秋秋 1, 邰会强 2 
1(西安理工大学 理学院, 西安 710048) 
2(西安理工大学 机械与精密仪器工程学院, 西安 710048) 

摘 要: 圆排列问题是一个典型的组合优化问题, 也是一个 NP 完全问题. 遗传算法是根据自然界生物学进化而

发展起来的一种进化方法, 其具有简单、易行、抽象性与鲁棒性特征, 已成功地解决了许多工程优化问题. 给出

基于改进遗传算法给出求解圆排列问题的新方法. 首先, 分析了圆排列问题与旅行商问题之间的关系. 然后, 将

圆排列问题转化为旅行商问题. 接着, 利用所给改进遗传算法进行了求解. 后, 在仿真实验中, 与已有算法进

行了比较, 结果表明, 所给算法是一种能够简单有效地求解圆排列问题的新方法.  
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Abstract: Circle permutation problem is a typical combinatorial optimization problem; moreover, it is a NP complete 

problem. Genetic algorithm is a kind of evolutionary method based on natural biological evolution. It is simple and easy, 

and has characteristics of abstraction and robustness. which has been successfully applied to many engineering 

optimization problems. A new method based on improved genetic algorithm is presented for solving circle permutation 

problem. Firstly, the relationship between circular permutation problem and the traveling salesman problem is analyzed, 

and then circular permutation problem is translated into traveling salesman problem. Next, it is solved by the improved 

genetic algorithm. Finally, in the simulation experiments, compared with the existing algorithm, the proposed method is 

a simple and effective algorithm for solving circle permutation problem. 
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圆排列问题是一个典型的组合优化问题, 也是

NP-hard 问题[1]. 它不仅具有组合优化问题的典型特征, 

并且其描述简单. 因此, 许多学者将圆排列问题的算

例作为算法研究的公共实例[2,3]. 目前, 圆排列研究的

多的问题是如何求解 小长度, 即就是说, 要求从 n

个圆的所有排列中找出有 小长度的圆排列. 它有很

强的应用背景, 比如包装问题[4]、农机作业优化[5]、物

流配送问题[6]等等问题, 都可以被转化为圆排列问题. 

因此, 对圆排列问题的研究具有重要的现实意义.  

  遗传算法(Genetic Algorithm, GA)是一种模仿生 

 

 

 

物自然进化过程的、自适应启发式的全局优化算法[7]. 

它不存在求导和函数连续性的限定、具有内在的隐并

行性和优秀的全局寻优能力, 能自动获取和指导优化

的搜索空间, 自适应地调整搜索方向, 且求解问题时

仅需要很少的辅助信息, 容易与其他领域的知识相结

合, 所以在自动组卷问题[8]、车辆路径问题[9]、储层识

别技术[10]、本体映射技术[11]等领域已得到了广泛的应用. 

当然, 它也为解决圆排列问题提供了一种有效工具.  

  本文尝试利用 GA 对圆排列问题进行求解. 首先, 

叙述了圆排列问题和旅行商问题之间的关系. 接着, 
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将圆排列问题转化为旅行商问题. 然后, 利用一种改

进遗传算法给出了圆排列问题的有效求解. 在选择、

交叉和变异之后, 引进连续多次的进化逆转操作, 有

效的加快了算法的收敛速度. 后, 通过仿真实验结

果说明该方法是有效的.  

 

1  问题的描述 
实际工程中经常涉及到把一个矩形钢板切割成半

径不等的圆, 尽可能节省材料的圆排列问题. 即就是

说, 给定 n 个大小不等的圆 1 2, , , nc c c , 现要将这 n 个

圆排进到一个矩形框中, 并且要求与矩形的底边相切.   

本文首先将圆排列问题转化为旅行商问题, 然后用改

进 GA 对其进行求解.    

已知圆 ic 的半径 ir ( 1, 2, ,i n  ), 假如排列方式

为 1 2, , , ,ni i i 则长度为 

1 1 2 2 3 1
2 2 2

n n ni i i i i i i iD r r r r r r r r


       (1) 

圆排列问题要求所有排列中使长度找出 小, 所
有的排列有 n!个, 去掉对称的排列, 如1, 2, , 1,n n

与 , 1, , 2,1n n   对称, 共有
1

!
2

n 种排列.  

旅行商问题具体是指有 n 个城市, 城市 i, j 之间的

距离为 ijd , 一个旅行商从城市１出发到其他每个城市

去一次且只去一次, 后回到城市 1, 旅行商问题要求

从 2 ~ n 个城市的所有排列中找出总路线 短的路线.  

假设把1 ~ n 个圆分别放置在1 ~ n 个城市中, 城
市 i 和城市 j 之间的距离 ijd  ( 1, 2, , ; 1, 2, ,i n j n   )

为 2ij i jd r r . 再增加一个城市 0, 它与城市 j 的距离

0 ( 1,2, , )jd j n  为 0 j jd r . 因此, 圆排列问题与旅行

商问题等价[12]. 也就是说, 一个旅行商从城市 0 出发

到其他每个城市去一次且只去一次, 后回到城市 0, 

而旅行商问题要求从1 ~ n 个城市的所有排列中找出

总路线 短的路线. 所以, 求解圆排列问题就可以变

为求解旅行商问题.  

 

2  改进的随机松弛法求解TSP 
GA 由美国 Michigan 大学 J. Holland 教授于 1975

年提出[14], 它通过模拟生物进化过程搜索 优解, 且

与传统优化算法相比, 其具有高鲁棒性、全局搜索性、

内在并行性等优点[15]. 因此, 其受到人们的普遍关注, 

且已被广泛应用到各个领域.   

GA 的基本步骤如下:  

步骤 1. 随机产生初始种群, 并设置好初始的参

数.  

步骤 2. 进行迭代.  

步骤 3. 执行选择算子, 选择优良的个体, 并淘汰

适应度低的个体.  

步骤 4. 执行交叉算子.  

步骤 5. 执行变异算子.  

步骤 6. 计算每个个体的适应度.  

步骤 7. 如果逻辑条件满足, 结束迭代. 否则, 转

到步骤 2.   

 

3  改进遗传算法求解圆排列问题 
  本文针对基本遗传算法易陷入局部极小值, 较难

快速稳定地找到 优值的缺点, 在选择、交叉和变异

之后, 引进连续多次的进化逆转操作对遗传算法进行

改进, 使算法的每一代都能从父代继承更多的基因, 

从而提高算法的局部搜索能力. 改进后的算法可以跳

出局部极小值, 快速稳定地寻找到 优值. 这样就能

够有效的加快算法的收敛速度, 同时使得寻优结果会

更加令人满意. 以下为利用改进 GA 求解圆排列问题

的实现步骤.  

  Step 1. 编码: 采用整数排列编码方法. 对于 n个圆

的排列问题, 染色体分为 n 段, 其中每一段为对应圆的

编号, 比如, 对10个圆的排列问题{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 

10}, 则|1|10|2|4|5|6|8|7|9|3 就是一个合法的染色体.  

  Step 2. 种群初始化: 在完成染色体编码以后, 必

须产生一个初始种群作为初始解, 所以首先需要决定

初始化种群的数目. 初始化种群的数目一般根据经验

得到, 且一般情况下种群的数量视圆规模的大小而决

定.  

Step 3.确定适应度函数: 假设 1 2| | | | | |i nk k k k 

为一个采用整数编码的染色体, 
i jk kD 为圆 ik 到圆 jk 的

距离, 则该个体的适应度函数为 

1

1

1

i j

n

k k
i

fitness
D








                (2) 

即就是说, 适应度函数为恰好走遍 n 个圆的距离

的倒数. 优化的目标就是选择适应度函数值尽可能大

的染色体, 适应度函数值越大的染色体越优质, 反之

越恶劣.  

Step 4. 选择操作: 从旧群体中以一定概率选择个
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体到新群体中, 个体被选中的概率跟适应度函数值有

关, 个体适应度值越大, 被选中的概率越大.  

Step 5. 交叉操作: 采用部分映射杂交, 确定交叉

操作的父代, 将父代样本两两分组, 每组重复以下过

程(假定圆的个数为 10).  

Substep 1. 产生两个[1, 10]区间内的随机整数 1r

和 2r , 确定两个位置, 对两位置的中间数据进行交叉, 

比如, 当 1 24, 7r r  时 

9    5   1   3   7   4   2  10  8  6 

10   5   4   6   3   8   7  2  1  9 

对其交叉后为 

9   5  1  6  3  8  7  10  *   * 

10  5  *  3  7  4  2   *  1   9 

Substep 2. 交叉后, 同一个个体中有重复的圆的

编号, 不重复的数字保留, 有冲突的数字(带*位置)采

用部分映射的方法消除冲突, 即就是, 利用中间段的

对应关系进行映射, 其结果为 

9    5   1   6  3   8   7  10  4  2 

10   5   8   3  7   4   2   6  1  9 

Step 6. 变异操作: 变异策略采取随机选取两个

点, 将其对换位置. 产生两个[1,10]范围内的随机整数

1r 和 2r , 确定两个位置 , 将其对换位置 , 比如 , 当

1 24, 7r r  时,  

9  5  1  |6|   3  8  |7|   10  4  2 

对其变异后为 

9  5  1  |7|   3  8  |6|   10  4  2 

Step 7. 进化逆转操作: 为改善遗传算法的局部搜

索能力, 在选择、交叉和变异之后引进连续多次的进

化逆转操作. 这里的“进化”是指逆转算子的单方面性, 

即就是说, 只有经过逆转后, 适应度值有所提高的才

接受下来, 否则逆转无效. 即产生两个[1,10]区间内的

随机整数 1r 和 2r , 确定两个位置, 将其对换位置, 比

如, 当 1 24, 7r r  时 

9  5  1  |7   3   8   6|  10  4  2 

对其进化逆转后为 

9  5  1  |6   3   8   7|  10  4  2 

对每个个体进行交叉变异, 然后带入适应度函数

进行评估, 选择出适应度值大的个体进行下一代的交

叉和变异以及进化逆转操作.  

Step 8. 判断操作: 如果满足设定的 大遗传代数

的话, 则终止程序; 否则, 转到 Step 3.  

5  仿真实验 
本文提出的进化逆转操作, 对于圆排列问题, 就

调整前后引起的圆排列圈的长度变化而言, 用于 细

微的调整, 因而局部优化的精度较高. 为了说明本文

所给方法的合理性和可行性, 这里考虑了对当圆排列

问题 n 取 30, 50, 100, ( 1,2, , )ir i i n   . 利用文中所

给改进 GA 算法对该问题分别进行了求解, 并且算法

参数的设置均相同, 具体如下表 1 所示.   

表 1  设置控制参数 

种群大小 遗传代数 交叉概率 变异概率 代沟 

100 500 0.9 0.05 0.9 

  当 n 取 30 时, 首先, 随机选择种群中的一个初始

随机路线为 19→21→24→10→18→16→15→22→29 

→3→6→2→8→30→20→17→27→25→12→13→5→2

8→9→7→11→14→1→26→4→23.  

  然后, 经计算得到的初始随机路线的总距离为

836.8342. 后, 利用所给方法进行一次求解时的相

应随机路线, 优化过程和 优路线分别如图 1, 图 2 和

图 3 所示.   

这 样 , 得 到 的 优 路 线 为

18→12→20→10→22→8→24→6→26→4→28→2→30

→1→29→3→27→5→25→7→23→9→21→11→19→1

3→17→15→16→14 .  

  此时, 优路线的总距离为 750.9867, 算法的运

行时间为 0.25s.  
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图 1  随机路线 
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图 2  优化过程 
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图 3  优路线 

   

  当 n 取 50 时, 首先, 随机选择种群中的一个初始

随 机 路 线 为 27→16→45→31→30→47→22→ 

8→48→ 

15→38→44→35→28→33→26→42→24→20→36→2

→50→14→19→21→37→1→18→6→43→46→34→3

2→3→40→10→9→17→5→49→29→41→25→12→1

1→7→39→13→23→4.   

  然后, 经计算得到的初始随机路线的总距离为

2253.9. 后, 利用所给方法进行一次求解时的相应

随机路线, 优化过程和 优路线如图 4, 图 5 和图 6.  
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               图 4  随机路线 
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        图 5  优化过程 
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图 6  优路线 
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  这样, 得到的 优路线为 30→20→32→18 

→34→16→36→14→38→12→40→10→42→8→44→6

→46→4→48→2→50→1→49→3→47→5→45→7→43

→9→41→11→39→13→37→15→35→17→33→19→3

1→21→29→23→27→25→26→24→28→22. 此时, 

优路线的总距离 2038.1, 算法的运行时间 0.48s.  

  当 n取 100时, 首先, 随机选择种群中的一个初始

随机路线为 37→65→35→67→50→51→49→53→47 

→55→45→57→43→59→41→61→39→63→33→69→

31→71→29→73→27→75→25→77→23→79→21→81

→19→83→17→85→15→87→13→89→11→91→9→9

3→7→95→5→97→3→99→1→100→2→98→4→96→

6→94→8→92→10→90→12→88→14→86→16→84→

18→82→20→80→22→78→24→76→26→74→28→72

→30→70→32→68→34→66→36→64→38→62→40→

60→42→58→44→56→46→54→48→52. 

  然后, 经计算得到的初始随机路线的总距离为

8007.5. 后, 利用所给方法进行一次求解时的相应

随机路线, 优化过程和 优路线分别如图 7, 图 8 和图

9 所示.  

这样, 得到的 优路线为 50→51→49→53→47→ 

55→45→57→43→61→37→63→39→62→38→65→35

→67→33→69→31→71→29→73→27→75→25→77→

23→79→21→81→19→83→17→85→15→87→13→89

→11→91→9→93→7→95→5→97→3→99→1→100→

2→98→4→96→6→94→8→92→10→90→12→88→14

→86→16→84→18→82→20→80→22→78→24→76→

26→74→28→72→30→70→32→68→34→66→36→64

→41→60→40→59→42→58→44→56→46→54→48→

52. 此时, 优路线的总距离为 8004.4, 算法的运行时

间为 0.89s. 
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图 7  随机路线 
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图 8  优化过程 
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图 9  优路线 

  

  为了进一步说明本文方法(即利用改进 GA)的有

效性, 对上述 n 取 30, 50 和 100 时, 利用本文方法分别

进行多次求解后, 将其结果的平均值、 好解、 差

解和平均所用时间均罗列在表 2 中. 并且分别利用基

本 GA 和文献[12]中的蚁群模拟退火算法分别对 n 取

30, 50 和 100 进行多次求解, 其相应结果也罗列在表 2

中.  

表 2  实验结果 

方法 n 平均值 好解 差解 平均时间/s 

改进 GA 

30 761.61 750.75 768.312 0.27 

50 2040.3 2037.5 2044.2 0.53 

100 8015.7 8004.18 8034.5 0.95 
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基本 GA 

30 770.43 758.73 777.79 0.28 

50 2045.6 2038.1 2059.91 0.55 

100 8032.6 8024.8 8076.0 1.01 

文献[12] 

30 765.78 750.75 770.459 0.67 

50 2041.5 2037.5 2045.5 0.98 

100 8023.1 8019.8 8049.7 1.05 

文献[13] 

30 787.469 784.417 792.951 0.0546 

50 2224.82 2218.76 2238.61 0.2815 

100 8843.46 8821.88 8867.7 2.2734 

  从以上结果可以看出, 利用文中所提方法得到的

结果优, 用时较短, 而且随着 n 的增大, 优势更为明显. 

从而可以看出文中所给方法是合理有效的.  

 

6  结束语 
  本文给出了基于一种改进遗传算法求解圆排列问

题的新方法. 首先, 将圆排列问题与旅行商问题进行

了对比分析. 然后, 将圆排列问题转化为旅行商问题, 

从而得出一个相应的组合优化问题. 接着, 利用具有

良好收敛性的改进遗传算法给出了该问题的求解. 

后, 利用仿真结果说明了所给方法是可行的.  
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