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基于隶属比的聚类有效性指标① 
时念云, 侯双双, 马  力 
(中国石油大学(华东) 计算机与通信工程学院, 青岛 266580) 

摘 要: 针对模糊聚类需要预知最佳聚类个数的问题, 提出了一种新的基于隶属比的聚类有效性指标 newV , 首先

根据经典有效性指标的设计思路, 充分考虑数据集合的隶属度矩阵特征和几何空间分布, 通过重新定义类内距

和类间距的方式, 推导出基本的有效性指标; 其次, 定义隶属比的概念, 放大基本有效性指标的计算值; 最后, 
为了避免隶属比对有效性指标造成过分影响而失去意义, 引入分类个数进行抑制. 理论分析和仿真实验表明, 通
过对相同数据集进行分析处理, 与经典的 XB 指标相比 xbV , 新指标 newV 具有更高的准确率和可靠性, 在类间有

重叠数据的情况下也能够做出正确的划分, 具有一定的推广价值.  
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Validity Index for Fuzzy Clustering Based on Belong Proportion 
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Abstract: Aiming at the problem that fuzzy clustering needs to know the best cluster numbers, a new validity index named 
new validity index for fuzzy clustering based on belong proportion is proposed in the reference of existing cluster validity 
indexes. Firstly, it proposes a basic validity index after full consideration of the given dataset’s partition matrix and 
geometrical structure by redefining the separation distance between different clusters. Secondly, it defines the concept of 
belong proportion to enlarge the calculation value. Finally, it introduces cluster number to restrain the index because belong 
proportion may cause excessive influence. The new validity index is proved to be more reliable and have a higher accuracy 
compared to the classical indexes like XB index because it still makes right decision even when the given dataset is 
overlapping, so the new index has some value to popularize. 
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模糊聚类是一种被广泛研究并且应用于多个关键

领域的聚类方法[1], 其通过隶属度函数来确定每个数

据隶属于各个类的程度, 美中不足的是, 模糊聚类算

法需要事先知道划分的类数 [2], 由于大多数情况下, 
人们对于数据集的几何结构和空间分布并不知情, 因
此在不知道具体划分类数的前提下调用模糊聚类算法

的效果并不乐观[3]. 为了能提前预知数据集的最佳划

分类数, 人们引入了有效性指标的概念, 即通过一定

算法对聚类结果进行评估.  
  目前, 在模糊聚类的领域已经提出了多种聚类有 
 

 
 
效性指标, 这些有效性指标大致可以划分为两类: 基
于数据集模糊划分的有效性指标和基于数据集几何结

构的有效性指标. 基于数据集模糊划分的有效性指标

是最早被提出也是最简单的一类有效性指标. 例如, 
Bezdek 提出的划分系数(Partition Coefficient, pcV )和划

分熵(Partition Entropy, peV )有效性指标[4]以及随后提

出改进的划分系数(Modified Partition Coefficient, mpcV )
的有效性指标[5] , 这三种有效性指标是典型的基于数

据集模糊划分的有效性指标, 并未考虑数据集的几何

构造[6], Bezdek 将这三种指标应用于国际通用的数据 
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集如 Iris, Butterfly 等, 得到了较为理想的结果. 然而

当面临具有复杂几何结构的数据集如Wine时, 这三种

指标的效果并不理想. 因此这三种有效性指标仅适用

于几何结构并不复杂的低维数据. 基于数据集几何结

构的有效性指标是模糊聚类有效性研究的主要分支之

一, 研究者相继提出了一系列聚类有效性指标并取得

了较好的效果. 其中最著名的是由 Xie 和 Beni 定义的

XB 指标(Xie Beni, xbV )指标和 Fukuyama 和 Sugeno 提

出的 FS 指标(Fukuyama Sugeno, fsV )指标. 上述两种

有效性指标同时兼顾了数据成员的隶属度矩阵和几何

结构[7], 因此可以处理几何结构相对复杂的高维数据

集, 这两个有效性指标在全世界范围内得到了广泛的

应用并且取得了理想的效果. 然而大量实验证明, 随
着聚类个数的增加, 指标会因为其过分单调而丧失评

价的价值, 尤其对于聚类个数较大的情况并不适用[8]. 
  针对上述有效性指标存在的问题可知, 有效性指

标应当充分考虑隶属度矩阵和数据成员的几何结构, 
在此基础上, 本文提出了一个新的模糊聚类有效性指

标, 该指标在继承前人研究的基础上, 创造性地定义

了隶属比的概念, 同时引入了惩罚函数的定义来避免

指标的过分单调, 因此适用于现实生活中大多数的数

据集, 通过大量实验证明, 该有效性指标性能稳定, 
可靠性强, 并且可以处理类间有重叠的数据集.  
 
1 模糊C均值算法 
  模糊 C 均值(Fuzzy C-Means, FCM)算法是一种通过

逐步迭代来确定每个数据点属于某个聚类概率的算法. 
该聚类算法可以看作是对传统硬聚类算法的一种改进.  
1.1 FCM 算法原理 

设给定的数据集为 X = { 1x , 2x ,…, nx }, 我们需要

找到一个数 c 将数据集分为 c 类( 1X , 2X …, cX ), 那么

数据集的隶属度矩阵为U(X) , U(X)为 c行 n列的矩

阵, 其中的元素 iju 表示第 jx 个元素隶属于第 iX 类的

概率, 其中 i∈[1, c], j∈[1, n], 我们规定 iV 为第 iX 类

的聚类中心, 共有 c 个, FCM 算法满足以下关系:  
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FCM 算法原理就是通过不断迭代使得准则函数

( , )mJ U V 取得最小值[9].  

1.2 FCM 算法具体步骤 
FCM 算法可以通过以下几个步骤来实现:  
1) 初始化隶属度矩阵U(X) , 使其满足条件:  
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2) 计算各个聚类中心 iV , 使用公式 
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即可得到每个类的聚类中心.  
计算新的 iju , 使用公式 
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即可更新隶属度矩阵U(X) .  
3)  测试准则函数 ( , )mJ U V 是否达到标准要求, 

根 据 已 给 定 的 准 则 函 数

( ) 2
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,
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m
m ij j i

j i

J u x v
= =

= −∑∑U V 来判定 , 函数如果小

于给定阈值或准则函数前后两次计算值不发生明显变

化即可结束, 否则返回执行上述第(2)步, 进行迭代优

化.   
1.3 利用 FCM 算法确定聚类个数 
  利用 FCM 确定一个数据集的最佳聚类个数应当

包含以下几步[10]:  
1) 确定最佳聚类个数的范围[ min max,c c ];  
2) 令自变量 i= minc  , 将 i 带入 FCM 聚类算法得

到划分矩阵 iU( ) ;  
3) 利用 iU( ) 获得有效性指标对应的值 iV ;  
4) 如果 i= maxc  , 获取 iV 中的最大值(或最小值), 其

所对应的 i 为最佳聚类个数, 否则 i=i+1, 返回步骤(2).  
  
2 模糊聚类的有效性指标 

针对模糊聚类的有效性指标, Bezdek 最早提出了
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划分系数 pcV 的聚类有效性指标, 该聚类有效性指标 
仅通过隶属度矩阵就可以生成. 定义为:  
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pcV 指标表示了数据成员的平均隶属度, pcV 的取

值范围为[1/c,1], 当 pcV 等于 1 时表示当前为硬聚类. 
当分类越模糊时隶属度矩阵每一列的值就越趋向于平

均值 1/c , 即 pcV 的值越小. 相反分类越分明时隶属度

矩阵每一列值的差距越大, 所以通过 pcV 计算的指标

值就越大. 因此我们规定 c 的取值范围为 minc 到 maxc , 
取 pcV 最大值所对应的 c 为最佳聚类个数.  

随后 Bezdek 提出了划分熵 peV 的聚类有效性指

标, 该聚类有效性指标通过对 iju 取对数的方式来定

义:  
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在该公式中a 表示对数的底, 取值大于 1, 在本文

中测试用值 a =10, 根据分析可知 peV 的取值范围为

[0, loga c ], 取 peV 最小值对应的 c 为最佳聚类个数.  

pcV 和 peV 表示了分类信息划分矩阵的累积和, 具
有计算简单, 运算速度快的优良特性, 因此得到了广

泛的应用. 然而通过分析两个指标的公式可知, 两个

指标存在一个明显的缺点, 即在运行过程中会随着 c
的增加而单调性增加或者减小, 在数据集分类个数较

大时, 导致指标的失效[11].  
针对上述问题Dave改进了 pcV 提出了 mpcV 的有效

性指标. 该指标抑制了 pcV 和 peV 过分单调的特性, 实
验效果良好. mpcV 定义如下:  

( )1 1
1mpc pc

cV V
c

= − −
−  

Dave 的改进降低了 pcV 和 peV 随着类数增加而单

调递减的趋势, 可以看出 mpcV 并没有过多的增加算法

的复杂程度, 保留了 pcV 简单轻便的特点.  
上述 3 种算法仅考虑了数据集的隶属度矩阵, 缺

少对数据成员的直接引用, 更未考虑数据成员之间的

几何关系, 因此适用于几何结构并不复杂的低维数据

集合[12]. 为克服上述问题,  Fukuyama 和 Sugeno 通过

对数据集直接引用, 提出 fsV 的有效性指标, 定义如

下:  
2
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在此指标中第一部分为聚类的准则函数, 将隶属

度矩阵与数据集 X 的几何紧密度结合了起来, 第二部

分定义了平均质心与每个聚类中心点的距离, 然后将

其与隶属度矩阵结合起来. 分析可知, 使 fsV 取得最小

值所对应的 c 为最佳聚类个数. 实验证明, fsV 的效果

并不稳定, 这主要是因为指标的结构是通过减法实现, 
相邻的 c 值对应的指标值相差较小, 变化相对平稳导

致.  
随后, Xie 和 Beni 直接引用数据集合, 考虑数据成

员的几何结构和内在联系, 给出了类内聚和类间距的

定义, 提出了 xbV 的有效性指标, 定义为:  
2
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该指标中分子表示模糊划分的紧凑程度, 分母表

示类间的分离程度. 理论分析可知, 我们应该尽可能

地使聚类效果产生一个较小类内聚和相对较大的类间

聚, 因此 xbV 的最小值对应的 c 为最佳的聚类个数. 该
指标得到了广泛的应用, 成为以后众多改进算法的基

础[13]. 然而由于指标的分子部分随着 c 的增大而逐渐

减小, 当 c 逐渐逼近 n 时, 分子趋向于 0, 分母则逐渐

增大, 指标同样会因为单调而失去判断能力.   
 
3 新的有效性指标 
  根据上述分析可知, 一个好的有效性指标应该满

足以下几个条件[14]: (1) 聚类的类内紧凑度和类间分

离度, 并且保证在最佳聚类数出现时具有最小的类内

紧凑度和最大的类间分离度; (2)具有稳定性, 不应过

分单调而导致评价结果失效;  (3)应当具有处理重叠

数据的能力, 在数据集出现重复的时候仍然保证聚类

结果的正确性.  
  基于上述原则, 我们做了以下处理:  
  1) 为了充分考虑数据的几何结构和空间内在联

系, 新指标应当定义类内距和类间距的概念, 同时直

接引用数据成员增加指标的说服性. 通过分析现有指

标可知, 准则函数在多数有效性指标中被广泛提及, 
可以较好的表示类内的紧凑程度, 因此我们直接引用

准则函数作为类内的紧凑型指标, 定义如下:  
2
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对于类间分离度, 首先使用聚类的中心点代替整
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个聚类, 然后计算各聚类中心点之间的相对距离, 类
间分离度可以使用各聚类中心的平均相对距离来实现, 
因此, 定义类间分离度如下:  

( )1
2

c

i k
i k
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c c
≠

−
=

−

∑
 

  2) 为了更加充分地利用隶属度矩阵的相关信息, 
我们定义隶属比的概念 E. 对于一个隶属度矩阵, 每
一列代表的是某个数据成员隶属于 c 个类的概率, 当
分类效果恰好的时候, 每一个成员变量必定会出现一

个较大的概率隶属于某一类, 因此, 将隶属度矩阵中

的每一列中的最大值获取并求和形成分子, 每一列中

的最小值获取并求和生成分母, 得到了隶属比 E 如下:  
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3) 为了保证指标的稳定性, 不会因为 c 的增大而

导致指标过分单调从而失去判断价值, 我们应当引入

一定的惩罚措施, 减缓指标的单调行为[15]. 因此, 我
们在分母中引入 c, 当 c较小时, 其他变量起主要作用, 
c 并不能影响指标的生成, 当 c 逐渐增大至 n 时, 由于

c 处于分母上, 一定程度抑制了指标的过分单调[16].  
4) 通过上述分析, 得到新的有效性指标 

new
sepV E
cJ

= ∗
 

分析可知, 当分类越分明时, sep 应该具有较大的

值, J 随着分类的个数增加而趋向于 0, E 表示隶属度矩

阵的分离程度, 当分类越明显的时候, E 的分子应当具

有较大的值, 分母具有较小值, 因此, 整个E在聚类分

明时得到的是较大值. c 的引入是降低指标过分偏大而

丧失有效性, 当聚类个数偏小的时候, newV 中除了 c
以外的变量起作用, 当聚类个数偏大时, c 起到了抑制

单调的作用. 实验证明这种组合的指标是有效的, 因
此 newV 的最大值对应的 c 为最佳的聚类个数.   
 
4  实验结果对比与分析 

为了验证新指标对划分结果的有效性, 并且说明

优于其他结果, 我们使用 matlab 进行了一系列的仿真

实验, 实验用到了一系列的人造数据集和公共数据集, 

包括加利福尼亚大学欧文分校(University of California 
Irvine, UCI )发布的真实数据集. 对比算法是参考文献

[6][8][10]中提到的 pcV , peV , mpcV , xbV , fsV 5 种有效性

指标, 实验证明新指标在准确率, 稳定性能方面均超

过了上述指标.   
  数据集 
  为了加强说服力, 实验数据集采用了人造数据集

和通用数据集搭配的策略. 数据集共有 8 个, 其中包

括 4 个人造数据集和 4 个通用数据集.  
  4 个人造数据集全部来源于参考文献 10 中引用的

数据集合, 采用MATLAB产生高斯分布数据的方式生

成, 目的是为了保证数据的权威性, 在文献 10 中, 作
者使用这几个基本的数据集进行性能评估, 得到了良

好的效果 . 数据集共包含 4 个 , 分别是 Data_5_2, 
Data_3_3, Example_1, Example_2. 以 Data_5_2 为例, 
第一个数字 5 表示数据集的标准聚类为 5 类, 第二个

数字 2 表示这是 2 维数据. 同理可知其它数据集. 
Example_1 的标准聚类为 3 类, Example_2 的标准聚类

为 4 类. 下图以图像的形式展示了数据集的空间分布.  
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图 2  Data_5_2 数据集 
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  4 个通用数据集分别是 UCI 公布的通用数据集, 
Iris, Liver disorder , Wine 和 Butterfly. 其中 Iris 包含

150 个 4 维样本, 用以表示 3 种不同的鸢尾花, 在数据

表示上, 这三种品种里面有两种重度重叠, 第三种与

前两种分离较好, 因此我们把它的最佳聚类效果分为

2或 3 类. Liver disorder是采集于医学领域的真实数据, 
包括 345个 6维数据, 最佳聚类个数为 2类. Wine数据

集包含 138 个 13 维样本, 最佳聚类个数为 3 类. 
Butterfly 数据集相对简单, 包括 15 个 2 维样本, 最佳

聚类数为 2 类.  
在 matlab 环境下, 使用新指标对指定测试数据集

进行测试, 根据第四部分的分析可知, 当新指标 newV
取得最大值时, 其所对应的 c 为最佳的聚类个数. 例
如论文中选取了Data_3_3, Data_5_2和 Iris数据集下的

测试结果作为代表. 图 3 表示新指标 newV 对数据集

Data_3_3 的测试结果, newV 取得的最大值为 1.0305, 
其所对应的分类个数为 3, 即新指标表明此数据集的

最佳聚类个数为 3, 而其标准聚类个数也为 3 类, 所以

新指标对数据集 Data_3_3 的测试结果是正确的, 如下

图 3 所示. 图 4 和图 5 分别是新指标 newV 对数据集

Data_5_2, Iris 的测试结果, 测试结果都与其标准聚类

个数相同. 新指标 newV 的测试结果如图 3 所示:  
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     图 3  新指标对 Data_3_3 测试结果 
 
  实验的整体对比结果如表 1 所示: 

由表 1 的数据结果可以看出, pcV 和 peV 的聚类效

果相差不大, 在测试中出现了 3 个错误的结果, 这与

它们仅考虑隶属度矩阵而忽略数据集的空间结构有关

系, xbV 和 fsV 的聚类效果类似, 均出现了 2 个判断失误

的情况. 新指标与 mpcV 指标的聚类效果相当, 在充分

考虑数据集的复杂程度与多维情况下, 只有 wine 数据

集出现了错误, 但是值得注意的是, 在 Iris 数据集中, 
有两种数据存在重度重叠, 而第三种与前两种分离较

好, 因此, 将数据集划分为 2种或者 3种均是正确结果. 
在对比的指标中, 包括错误率相等的 mpcV 指标, 聚类

个数都是 2, 只有新指标聚类个数为 3, 这说明新指标

具有一定处理重叠数据的能力. 之所以可以对重叠数

据分类正确是因为在新指标在整体上添加了隶属比 E
的缘故, 因为 E 是一个放大系数, 在数据集中存在重

叠数据时, 非重叠部分的效果将会被放大, 而指标又

是取最大值对应的分类个数, 所以其分类结果倾向于

偏大. 这也就是为什么 wine 数据集最佳聚类为 3 类, 
而本指标却得出 10的原因. 正如Bezdek所言, 任何一

个有效性指标都不可能对所有的数据集都有效, 但是

从整体的判断效果来看, 新指标与其他指标相比, 具
有更高的准确性, 性能也更加稳定, 总体效果要超过

了 pcV , xbV 等经典指标. 
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图 4  新指标对 Data_5_2 测试结果 
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图 5  新指标对 Iris 测试结果 
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表 1  实验对比结果 
数据集 C* Vpc Vpe Vmpc Vfs Vxb Vnew 

Data_3_3 3 2 2 3 3 3 3 

Data_5_2 5 4 2 5 5 4 5 

Example_1 3 3 3 3 3 3 3 

Example_2 4 4 4 4 4 4 4 

Iris 2/3 2 2 2 2 2 3 

Liver 2 2 2 2 19 2 2 

Butterfly 

Wine 

错误数 

2 

3 

0 

2 

2 

3 

2 

2 

3 

2 

2 

1 

2 

4 

2 

2 

2 

2 

2 

10 

1 

   
5 结语 
  本文在总结对比前人提出的有效性指标的基础上, 
充分考虑了数据集的分布和内在联系, 提出了一种新

的有效性指标, 该指标定义了隶属度比 E 的概念, 能
够对类内有重叠的数据进行正确判断, 但是对 wine 等
数据集处理效果不佳, 这是因为指标内部隶属比 E 放

大导致的, 为了能在得到准确分类结果的同时保持对

数据集重叠情况的判断能力, 尝试引入分类个数 c 来

部分抑制其效果, 但是这两点是矛盾的, 怎么能在 c
和 E 之间取得一个平衡点, 是作者正在研究的内容.  
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