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基于约束HMM 的变点检测算法① 
庄  玉, 何振峰 

(福州大学 数学与计算机科学学院, 福州 350108) 

摘 要: 时间序列的变点分析在现今社会各个领域中都有着广泛的应用. 针对时间序列进行变点分析中要求变

点状态需要连续持续一定的时间的应用背景, 提出了一种结合状态最短连续长度约束的隐马尔可夫模型. 给出

了约束 Baum-Welch 训练算法和约束 Viterbi 状态提取算法. 应用在仿真数据和 GNP 数据集的实验表明, 结合状

态最短连续长度约束的 HMM 相比于一般 HMM 在时间序列变点检测中效率较高.  
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Change Point Detection Based on Constrained Hidden Markov Model 
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Abstract: The change point detection of time series is widely applied in various fields. In some applications, a minimum 

period is required before a state change. Motivated by such applications, a constrained Hidden Markov Model, which 

combines with the shortest state continuous length constraint, is proposed in this study. Moreover, a constrained 

Baum-Welch training algorithm and a constrained Viterbi state extraction algorithm are also given. And experimental 

results based on the simulation data and GNP data sets indicate that the constrained HMM has higher performance than 

the general HMM. 

Key words: change point detection; constrained Hidden Markov Model; time series segmentation 

 

 

时间序列是随时间次序而变化的一系列数据, 是

一类多维的复杂类型数据[1]. 当所观察的时间序列跨

越时间越长时, 形成的时间序列的随机变量会由于某

种条件的变化, 从某时间点开始不再服从原来的分布, 

即出现了变点. 随着变点问题应用的愈加广泛, 在一

些文献中有许多同义词, 包括了结构断点[2], 时间序

列分割[3], 和检测“异常点”[4].  

时间序列的变点检测方法可以很好的用 HMM 来

建模, 其中时间序列数据就是 HMM 中的输出符号, 

可以通过时间序列数据来检测所处的状态, 判断是否

出现变点. 一般的 HMM 对隐状态链没有任何限制, 

即在隐状态链中可以自由的从一个状态转移到其他任

何一个状态. 这样的 HMM 称为无约束 HMM. 在实际

工作中, 需要解决的问题一般有领域背景. 希望训练

出的 HMM 符合用户的预期. 例如, 在经济学中, 至少

要有两个连续的负增长(收缩)状态, 才能说这段时间 

 

 

处于经济衰退期[5]; 在遗传学中, 一个罕见的遗传现

象比如, 至少要有几百个碱基长, 才能被认为出现了

CpG island(Aston and Martin, 2007)[6].  

针对于此, 本文提出了一种结合状态最短连续长

度约束的隐马尔可夫模型, 一般的 HMM 假设时间序

列是由一系列隐状态构成, 而系统的运行本质就是在

不同的隐状态间转换, 一般的 HMM 对隐状态之间转

换没有限制, 本文的方法限制了状态之间的转换. 首

先扩展状态数为原来的倍, 并在训练模型时加约束, 

限制了状态之间转移, 这样学习出约束 HMM 就自带

限制最小变点连续长度, 满足在一些特定的应用情况

下要求状态持续的长度限制. 在解码隐状态序列时, 

控制最后一个状态一定是扩展状态的最后一个, 就能

保证只要序列中出现状态变化即出现变点, 并且状态

已经持续至少 h. 并将该模型应用在两组已控制变点

位置的模拟数据和 GNP 数据集, 检测其变点. 

 

① 收稿时间:2016-08-06;收到修改稿时间:2016-09-20   [doi:10.15888/j.cnki.csa.005712] 
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1 相关工作 
  变点问题的研究始于 Page在Biometrika上发表的

一篇关于连续抽样检验的文章[7]. 近二十年来, 变点

问题的研究在理论和世纪应用等方面有了快速的发展. 

理论上已有了一系列较为成熟的结果, 国外的变点的

应用研究主要涉及金融股票市场检测[8]、环境检测[9]、

医药与生物工程[10]、系统维护[11]等. 我国学者对变点

问题的研究始于上世纪 80 年代, 由陈希孺教授和缪柏

其教授利用“局部法”开始了变点的研究[12]．在我国对

于变点问题的应用还是很少的, 只在少数领域中获得

了应用, 如张学新等[13]研究了最小二乘法检测多个变

点的性能, 并成功检测出 1952-2003 年中国主要经济

部门 GNP 的变点.  

对实际应用背景下, Chib[14]和 Luong [15]提出了

一种带约束的 HMM 即隐状态链中的状态转移是有一

定限制的. Nam[16]提出了基于 HMM 的限制最小连续

长度变点的定义 , 描述了一个基于该定义的约束

HMM, 但是他没有给出明确的约束模型的定义, 没有

说明状态迁移矩阵以及训练该模型的算法. 他是用一

般的训练算法来学习 HMM, 对于限制的最小变点连

续长度是在分析隐序列时来约束, 而且 Nam 提出的模

型是用来做变点的风险分析. 而本文提出的结合状态

最短连续长度的约束 HMM, 描述其状态之间的迁移

限制, 给出了约束 HMM 的训练算法以及状态提取算

法, 用来解决实际问题中对于最小状态连续长度的限

制的问题.  

 

2 结合状态最短连续长度约束的HMM 
  时间序列是一系列按时间先后次序到达的数据序

列, 记为  LtyT t  1| . 在缺乏相关背景知识的情况

下, 需要利用有限的信息来尽可能精确的描述时间序

列, 并且要求建立这个模型的过程要尽可能简单, 不

需要人为的干预, HMM自身的特点恰好能满足这一要

求.  

2.1 隐马尔可夫模型 

HMM 是一种双重随机过程, 一个是隐含的有限

状态马尔可夫链即 tx , 它描述状态的转移, 另一个描

述状态与观察值之间的统计对应关系. 在实际问题中

我们只能看到观察值, 而不能直接看到隐状态. 只能

通过研究观察值序列 ty 去推断隐状态序列 tx [17]. 隐马

尔可夫模型为一五元组   ,,,, BAVS ,其中:  

隐状态集 S: 隐状态有限集合, 状态数量是 N, 记

为  NsssS ,...,, 21 ,  t 时刻隐状态链所处的状态为 tx , 

其中 Sxt  .  

观察值 V: 每个隐状态对应的可能观察值, 数量

为 M. 记为  MvvvV ,...,, 21 , t 时刻观测到的观测值为

ty , 则 Vyt  .  
 向量: 即状态初始概率,  N ,...,, 21 , 其中

  NisxP ii  1,1 , 表示时序的初始状态为 is 的概

率, 且 1
1

 

N

i i .  

状 态 转 移 概 率 矩 阵 :  
N


Nija 其 中

  NjisxsxPa itjtij   ,1,|1 , 即由状态 is 转移到状

态 js 的概率且 1
1

 

N

j ija .  

状 态 输 出 概 率 矩 阵 :   
MNkj ve


 , 其 中

    MkNjsxvyPve jtktkj  1,1,| , 

即在状态 js 下观察到 kv 的概率. 且   
M

k kj ve
1

1.  

2.2 变点 

使用 HMM 为时间序列建模, 在已知隐状态序列

的情况下, 时间序列变点的一般定义如定义 1.  

定义 1. 在 t 时刻隐状态链的状态改变, 即 t 时刻

出现变点, 即: 

tt xx 1                  (1) 

然而, 对于一些实际的应用中, 确定一个变点, 

要求这个状态变化要持续一定的时间, 比如第四部分

的分析 GNP 数据的经济周期等, 而用一般的 HMM 分

析时, 无法限制. 在这些应用情况下, Nam 定义一个持

续的变点如定义 2.  

定义 2. 当一个状态改变持续了至少  1hh 才能

确定在时间 t 出现变点, 即: 

1,...1   hjxxx jttt            (2) 

定义 2 的两个重要的特性: 第一, 与其他基于

HMM 的变点方法相似, 变点的分析是从隐状态序列

推断的; 第二, 相比于分析隐马尔科夫链的状态变化, 

更重要的是分析在隐马尔科夫链中最短持续长度 h 的

状态变化. 第二个点就是本文提出结合最短连续长度

约束 HMM 的主要思想. 

2.3 结合状态最短连续长度约束的 HMM 

针对 Nam 定义的持续的变点, 本文提出结合状态

最短连续长度约束的 HMM, 通过控制了状态之间的

转移, 来控制状态的最短连续长度, 一个约束 HMM

为一新的五元组  '''''' ,,,,  BAVS :  
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状态最短连续长度 Lhh 1, ;  

隐状态集 'S : 隐状态数量扩展为 N*h 个, 一般

HMM的隐状态集为  NsssS ,...,, 21 , 扩展h倍, 即 1s 扩

展为  hsss 11211 ,...,, , 在计算输出概率矩阵和分析状态链

时 ,  hsss 11211 ,...,, 等价于 1s , 依此类推 , 扩展后的

 Nhh ssssS ,...,,...,, 11211
'  , t 时刻隐状态链所处的状态为

tq , 其中 'Sqt  ;  

观察值 'V : 每个隐状态对应的可能观察值, 数量

为 M, 记为  MvvvVV ,...,, 21
'  ,若 t 时刻观测到的观测

值为 to , 则 'Vot  ;  

 向量: 即状态初始概率,  Nhh  ,...,,..., 111
' 

其中, im 表示时序的初始状态为 ims 的概率, 由于状

态 is 扩展为 ims , 初始状态只能从 1is 开始 , 所以当

1m 时, 0im 且
N

i i1 1 1 ;  

状 态 转 移 矩 阵 :  
NhNhjnimaA


 ,

' , 其 中

  hnmNjisxsxPa imtjntjnim   ,1,,1,|1, , 即由状态

ims 转移到状态 jns 的概率且  
N

j

h

n jnima
1 1 , 1 .  

与一般 HMM 不同的是, 约束 HMM 在学习状态

转移矩阵时, 对状态之间的转移加上了限制. 如图 1

为状态数为 2, h=2 时的状态转移图. 初始状态只能从

扩展状态的第一个状态开始, 如图中的 s11, s21, 当处

于同一个状态时, s11 只能转移到 s12, 而处于 s12 时, 

说明 s1 这个状态已经持续了 h=2, s12 可达的状态可以

是自身 s12 另一个状态的第一个扩展状态 s21. 在这样

的限制下, 就可以保证一个状态可以持续至少 h=2.  

 
图 1  2-状态, h=2 状态转移图 

 

输 出 矩 阵 :   
MNhkjm veB


' , 其 中

  hmMkNjsxvyPve jmtktkjm  1,1,1,|)( , 即在状态

jms 下观察到 kv 的概率 . 且 1)(
1

 

M

k kjm ve . 与一般

HMM 不同的是, 在 jhjj sss ,...,, 21 观察到 kv 对应的输出

概率都相等, 因为在约束 HMM 中 jhjj sss ,...,, 21 等同于

一般 HMM 中的状态 js , 同一个状态观察到 kv 的概率

应该是相等的, 即      kjhkjkj veveve  ...21 .  

当 h=1 时, 约束 HMM 就是一般 HMM 模型. 

2.4 约束 HMM 的学习算法 

  Baum-Welch 算法是隐马尔科夫模型学习问题的

一种常用解决方法 . 约束 HMM 的学习算法是在

Baum-Welch 算法基础上加入状态最短连续长度的约

束. 训练约束 HMM 的过程如下:  

1) 初始化约束 HMM, 设置 h, 初始化  BA,,   

2) 计算辅助变量:  

定义前向变量  it 表示已知模型 及 t 时刻位于

隐状态 is , 从开始时刻到 t 时刻的  1 2 ... to o o 的概率. 

后向变量  1t j   表示已知模型及 t+1 时刻处于隐状

态, 从 t+1 时刻到 L 时刻的  Ltt ooo ...21  的概率.  jit ,

表示在 t 时刻位于隐状态 is 以及 t+1 时刻位于隐状态

js 的概率: 

   
     

     

1

1 1

1 11 1

, , | ,t t t

t ij j t t

N N

t ij j t ti j

i j P q i q j O

i a e o j

i a e o j

 

 

 



 

  

  


 

   (3) 

 it 表示在 t 时刻呈现状态 is 的概率: 

   1
,N

t tj
i i j      1 1k L         (4) 

3) 参数更新, 重估公式:  

im 是在初始时刻出现状态的频率的期望值,  

 1im im                   (5) 

与一般 HMM 不同, 由于隐状态扩展为原来的 h

倍, 初始状态只能从开始, 即 1m  时, .  

,im jna 是从状态转移到状态的次数的期望值除以

从状态转移出去的次数的期望值. 

 
 

1

1
, 1

1

,L

tt
im jn L

tt

im jn
a

im











 


            (6) 

 j ke v 是在状态下观察到的概率. 由于状态扩展

为 原 来 的 h 倍 , 即 状 态 js 有 h 个 , 分 别 为

 1 2, ,...,j j jhs s s . 故的计算为在状态下观察到为的期望

值除以从其他状态转移到状态的次数的期望值.  

  1, 1

*

1 1

( )

( )
t k

L h

tt o v n

j k L h

tt n

jn
e v

jn




  

 


 
 

          (7) 

并且, 对于相同的 kv ,  jhjj sss ,...,, 21 对应的输出概

率都相等即 )(...)()( 21 kjhkjkj veveve  .  

在每次循环的参数重估结束后, 都要修改转移矩

阵 A: 当 i j 时 , 当 1m n  , , 1im jna  , 如 果

1m n  或m n h  , , 其他情况下, , ,im jn im jna a ; 当

a22,22a12,12 

a11,12 

a22,11 

a21,22 a12,21 

s12 s21 s22 s11 
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时 , 当 1,m n h  或者 , 1m h n  时 , , ,im jn im jna a 其

他情况下, , 0im jna  . 控制状态之间的转移.  

然后用新的参数再来计算前向变量、后向变量、

 ,t i j 、  t i . 在 每 次 训 练 参 数 时 都 要 满 足

 1 1 1
1, 1, 1N N M

i ij j ki j k
a e v       .  

本文的方法与一般的 Baum-Welch 算法不同的地

方就在于在参数重估步骤中, 对初始概率, 输出矩阵

和状态转移矩阵的修改.  

2.5 约束 HMM 的状态提取算法 

解决给定模型及观测序列 O, 求生成此观测序列

的最大可能的隐状态序列, 一般采用的是 Viterbi 算法, 

解码最大可能的隐状态序列.  

在分析隐状态序列变点时, 有两种情况一种是隐

状态序列最后一个状态允许是一半状态, 另一种是状

态必须满足 h 个, 本文的方法是用到后一种情况来分

析 Viterbi 序列. 限制了隐状态序列最后一个状态一定

是扩展状态的最后一个状态, 保证了最后一个状态的

持续时间也不小于 h. 算法 1为约束HMM的状态提取

算法.   

算法 1: 约束 HMM 的状态提取算法 

输入: 约束 HMM 参数  BA,,  , 观测序列 O 

输出: 最大可能生成 O 的隐状态序列 Lqqq ,...,, 21  

Forwards Run: Set 

    0, 111  ioeii   

for t =1,…,L-1 do 
      tjijt

Ni
t oeaij 


  max

1
1  

    ijt
Ni

t aij  max
1

1


     ', Sji   

end for 

if(m !=h) 

  1imL        'Si   

Backwards Runs: Set   iq L
Ni

L 



1

* maxarg   

For t =L-1,…,1 do  

      *
11

*
 ttt qq     

end for  

序列 Lqqq ,...,, 21 就是生成观测序列 O 的最大可

能的隐状态序列 

与一般 HMM 不同的是, 约束 HMM 要限制隐状

态序列最后一个状态一定是扩展状态的最后一个状

态, 即一定是 ihs , 本文状态提取算法与 Viterbi 算法不

同之处是把其他扩展状态的  imt 设置为 -1.  

通过状态提取算法得到了最大可能的隐状态序列

Lqqq ,...,, 21 , 便可分析变点. 在训练方法的限制和状态

提取算法的限制下可直接找出变点, 即当 tt qq 1 ,  t

时刻出现了变点. 而且这个变点满足了状态持续时间

至少为 h.   

   

3 实验 
3.1 实验设计与数据准备 

  为了验证本文提出的约束 HMM 比一般的 HMM

在检测实际应用上的便捷性, 我们将约束 HMM 应用

到实际数据的处理与分析工作之中.  

  实验中用到的数据集:  

  ①已控制变点位置的模拟数据, 变点出现在 t=10, 

t=20 处.  

  第一组序列:  

"" aaaaaaaaabbbbbbbbbbbbaaaaaaaaa  

  第二组序列:  

     "" aaaaaaabaabbbbbbbbbbbaaaaaaaaa  

  ②Hamilton 美国 GNP 数据集(Hamilton, 1989), 

是由美国的 1951 第二季度到 1982 年第四季度的 GNP

数据的对数增长率. 我们的任务是检测出这期间的经

济周期衰退期的开始和结束.  

  根据经济周期理论,一个完整的经济周期应包括

复苏、高涨、衰退、萧条等四个阶段, 故将 GNP 数据

即观测序列离散化为四个观测值, 离散化的结果如图2.  

 
图 2  离散化后的 GNP 数据 

 

  基于约束 HMM 的变点检测方法步骤:  

① 数据集, 整理数据 

② 初始化约束 HMM 

③ 用约束 Baum-Welch 算法训练约束 HMM 

④ 用约束 Viterbi 算法解码隐状态序列 

⑤ 根据实际应用背景分析隐状态序列变点 

3.2 实验结果及分析 
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3.2.1 分别用约束 HMM 和 HMM 分析模拟数据 

  第一组序列:  

  用 HMM 为观察序列建模, 得出隐状态链得到的

是:  

222222222111111111111222222222  

设定 h=3,约束 HMM 得到的隐状态链为:  

111111111122222222221111111111  

第二组序列:  

用 HMM 得到隐状态链得到的是:  

222222222211111111111222222222  

用约束 HMM 得到的隐状态链为: 

111111111122222222221111111111  

  对比序列 1 和 2 的结果, 一般 HMM 容易检测出

小波动的变点, 即状态改变只有一两个时间点, 容易

检测出额外的变点如 t=1, t=29, 而使用约束 HMM 就

能够准确地检测到变点的位置, 并保证了状态至少持

续了 h=3 时间.  

3.2.2 分别用约束 HMM 和 HMM 分析 GNP 数据的经

济周期 

  根据离散化的 GNP 数据, 观测值有四个为(“F”, 

“G”, “S”, “X”)分别代表一个完整经济周期的四个阶段: 

复苏、高涨、衰退和萧条. 隐状态为(“K”, “S”)分别代

表经济活动的扩张和收缩状态. 在要求限定下, 设置

h=2. 约束 HMM 隐状态扩展为(“K1”, “K2”, “S1”, 

“S2”).  

  用一般的 HMM 检测到的变点分布如图 3 所示.  

 
图 3  一般 HMM 检测到的变点分布 

 

  从图 3 可观察到检测出了 12 个变点, 分别分布在

1951/2~1952/2,1953/3~1954/2,1955/4~1958/2,1959/3~1

959/4,1960/2~1960/4,1962/4,1968/3~1970/4,1971/2~197

1/4,1973/2~1975/1,1977/4~1978/1,1978/3~1980/3,1981/

2~1982/4,1984/3~1984/4 

  基于约束 HMM 检测到的变点如图 4.  

 
图 4  约束 HMM 检测到的变点分布 

 

  检测出 8 个变点分别分布在 1953/2~1954/2, 

1957/2~1958/1, 1960/2~1960/1, 1969/4~1970/2, 1971/2~ 

1971/4, 1973/3~1975/1, 1979/1~1980/2, 1981/2~1982/3. 

由一般 HMM 检测到的变点和约束 HMM 检测到

的变点对比分析可得到, 一般 HMM 检测到的变点, 

无法满足经济周期拐点的定义, 即无法满足经济周期

的衰退期至少持续两个季度, 比如变点 1962/4, 该变

点只有一个季度, 无法判定为经济周期, 并且变点与

变 点 之 间 相 距 时 间 太 短 , 如 1977/4~1978/1 和

1978/3~1980/3 之间, 约束 HMM 因为限制了 h 故不会

出现这种情况. 还可以观察到一般 HMM 会把数据开

始和结束当做变点, 这在约束 HMM 结果中不会出现.  

 

4 结语 
  基于一般 HMM 的变点检测方法没有考虑到实际

应用背景中要求变点状态持续一定时间, 比如本文实

验中检测经济周期时, 需要衰退期至少持续两个季度. 

本文提出结合状态最短连续长度约束 HMM 通过控制

状态之间的转移, 能够有效的检测出时间序列的变点, 

并且满足相关应用背景对状态持续一定时间的要求. 

实验结果表明, 较之一般 HMM, 约束 HMM 在保证检

测变点准确度前提下, 满足了状态最短持续时间, 提

高了变点检测效率.  
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