
  

 

改进微分进化算法在压缩感知中的应用①
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摘　要: 压缩感知是基于信号稀疏性提出的采样理论, 它在压缩成像、医学图像、雷达成像、天文学、通信等领域

都有广泛的应用. 压缩感知问题的求解本质上是一个优化问题, 本文在微分进化算法的基础上对其改进, 提出了一

种改进微分进化算法, 将其应用于压缩感知问题的求解中, 取得了良好的效果.
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Application of Improved Differential Evolution Algorithm in Compressed Sensing
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Abstract: Compressed sensing is a sampling theory based on the sparsity of the signal. It has been widely used in the

fields of compression imaging, medical imaging, radar imaging, astronomy, communication, and so on. The solution of

the compressed sensing problem is essentially an optimization problem, on the basis of differential evolution algorithm.

This study proposed an improved differential evolution algorithm, and the algorithm is applied to the solution of

compressed sensing problem, and has achieved sound results.
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1   引言

压缩感知是数字化时代的一个重要手段, 它是针

对被测信号的稀疏性而提出的, 近年来得到广泛的研

究[1].压缩感知主要有三个重要部分: 信号稀疏表示、

测量矩阵的构建和重构算法. 其中重构算法是研究压

缩感知问题的核心之一, 压缩感知问题在数学上讲就

是解决优化问题. 针对这一问题学者们提出了一些优

化算法. 例如 Bregman迭代算法[2]、原始对偶算法[3,4]、

正交匹配追踪算法 OMP[5]、截断牛顿内点法、基于交

替方向算法、加速迭代收缩阈值算法、可分近似稀疏

重建算法[6–8]等. 但是这些方法都具有一定的局限与不

足, 因此寻找高效、快速的重构算法具有重要的理论

意义.

i

i

微分进化[9]是比较新的基于群体的随机优化方法.

它具有简单、快速、鲁棒性好等特点, 它的基本思想是:

对种群中的每个个体 , 从当前种群中随机选择 3 个

点, 以其中一个点为基础, 另外两个点为参照做一个扰动,

所得点与个体 交叉后进行“自然选择”, 保留较优者, 实

现这种种群的优化[10].微分进化算法具有较好的全局优

化性 ,  不容易陷入局部极值 .  考虑到该算法的诸多

优点, 本文对该算法进行改进, 提出了一种带约束的微

分进化算法应用于压缩感知的求解中, 并进行了数值

模拟.
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2   问题描述

x ∈ Rn压缩传感的基本问题是对一个信号 进行传

输, 为了节省空间资源需要对信号进行压缩处理, 即对

其乘上一个“长而窄”矩阵, 亦即:

Ax = b (1)

A ∈ Rm×n(m≪ n) b ∈ Rm其中,  称为压缩矩阵,  为传输的

信号.

x (∥x∥0)

在信号处理中一个重要的概念是稀疏性, 它是指

信号中零分量在信号总长度中所占的比重, 若把信号

中非零分量的个数记作 0-范数 ,则信号重建问题

可以变成等式约束优化问题:{min
x∈Rn
∥x∥0

Ax = b
(2)

上述问题是一个组合优化问题[11], 不能使用已有

的数学分析工具进行求解, 而且当维数增大时, 问题的

复杂度也会增大, 为了更好的解决此类问题, 可以将上

述优化问题转化为求解问题:{min
x∈Rn
∥x∥p

Ax = b
(3)

p > 0 ∥x∥p = (
n∑

i=1
|xi|p)1/p其中,  ,  .

p > 0当 可以得出式 (3) 的稀疏解, 从下面的几何

图形来说明. 考虑: min
x∈R2
∥x∥p =min

x∈R2
(|x1|p+ |x2|p)

1
p

ax1+bx2 = c
(4)

lp 0 < p < 1 lp

p = 1

l1
p > 1 lp

l2
p > 1

优化问题的目的是在图中所示直线上找到一点使

得 球的半径最小, 显然由于当 时 球是内凸

的, 当半径逐渐增加时与直线的交点即优化问题的解

将位于坐标轴上, 而这样的点是稀疏的, 当 时其中

的菱形 是特殊的, 在一定的条件下也会有稀疏解. 当
时 球是外凸的, 当逐渐膨胀时与图像的切点一定

不再坐标轴上, 即此时的解不是稀疏解. 而 范数通常

用来代表当 时的特例的.
求解式 (3)实质上是一个优化问题, 本文主要对微

分进化算法进行改进, 提出一种带约束的微分算法, 利
用此方法求解式 (3), 取得了较好的效果.

3   改进的微分算法

微分进化算法具有很好地全局优化性,是经典的全

局优化算法, 该算法适用于无约束连续变量的全局优

化问题, 包括线性规划、非线性规划、非光滑优化[12].
但是实际中我们会遇到一些带有约束条件的较复杂的

问题, 所以我们采用改进的微分进化算法, 该算法在微

分进化算法的基础上加入了对约束条件的处理.
 

 
lp图 1    极小化 范数导致稀疏解的几何说明

 

设待求的优化问题如下:min
x∈Rn

F(x)

gk(x) ⩽ 0 (k = 1,2. · · · ,m)
(5)

x ∈ S S F (xi) = F
(
Xi

1,X
i
2, · · · ,X

i
n

)
gk(x) ⩽ 0, (k =1,2, · · · ,m)

其中,  ,  称为搜索空间.  为

目标函数,  为约束条件.

N

3n ∼ 10n n

Pc (0,1)

(0,1)

微分进化算法是经过编码和初始化、交叉、变

异、选择等操作实现的, 而这些操作过程中参数的选

择对微分进化算法的搜索性能有较大的影响, 微分进

化算法的种群规模 越大, 搜索能力会加强, 但也会增

加微分进化的计算量, 一般取 ( 为变量个数),

交叉概率因子 是一个位于 内的常数, 它决定了

变异个体分量值代替前个体分量值的概率, 即它越大

发生交叉的可能性越大. 变异因子 F 是用来控制差分

向量的缩进, 它的取值范围一般在 .

N

10n n Pc

改进微分进化算法选择的参数为种群的规模 取

( 为变量个数), 交叉概率 取 0.1, 变异因子 F 取

0.5, 在此基础上以上述约束优化问题 (5)为例, 对标准

微分进化算法进行改进, 主要表现在对约束条件进行

处理的这一方面. 如下:

Ω = X ∈ S ;gk(X) ⩽ 0, (k = 1,

2, · · · ,m) S ⊂ Rn

n li ⩽ xi ⩽ ui, (i = 1,2, · · · ,n). f :

S → R n

针对上述优化问题 (5), 

称为可行点集或可行区域,  称为搜索空

间 ,  通常为 维立方体 ,  即

称为目标函数,  是变量空间维数. 记:
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hi(X) =
{

0, if gi(X) ≤ 0
gi(X), else (6)

H(X) =
m∑

i=1

hi(X) (7)

定义逻辑函数如下:

better(X1,X2) =



REAL, if H(X1) < H(X2)
FALSE, if H(X1) > H(X2)
REAL, if (H(X1) = H(X2))

∧( f (X1) ≤ f (X2))
REAL, if (H(X1) = H(X2))

∧( f (X1) > f (X2))

(8)

X1 X2 better(X1,X2)

X1 X2 X2 X1

对于个体 和 ,  如果 为真则表示

优于 , 否则 优于 .
改进微分进化算法的步骤如下:

N

Pc P(0) = {X1(0),

X2(0), · · · ,XN(0)} Xi(t) = (xi
1(0), xi

2(0), · · · ,
xi

n(0)), i = 1,2, · · · ,N

Setp 1. (初始化) 输入参数: 种群的规模 , 交叉概

率 , 交叉因子 F, 随机生成的初始种群

为个体的集合, 其中

.

better (x,y)

P (t) = (X1,X2, · · · ,XN)

X1 XN

Xi(t) F(Xi(t))

Step 2. (个体评价) 将群体按逻辑函数

进行从好到坏排序, 排序后记为 ,

其中按顺序,  为最好的个体,  为最差的个体. 计算

每个个体 的适应值 .

Xi(t)

r1,r2,r3 ∈ {1,2, · · · ,N}
jrand ∈ {1,2, · · · ,n}

Step 3. (繁殖) 对种群中的每个个体 , 随机生

成 4 个互不相同的随机整数 和

.

xi′
j (t) =


xr1

j (t)+F · (xr2
j (t)− xr3

j (t)),

if rand[0,1] < Pc or j = jrand

xi
j(t), else

(9)

通过交叉变异产生的新个体:

X′i (t) =
{
x(i)

1
′
(t), x(i)′

2 (t), · · · , x(i)′
j (t), · · · , x(i)′

n (t)
}

(10)

Step 4. (选择) 当且仅当新个体的评价函数值更好

时才被保留到下一代群体中, 否则, 父代个体仍然保留

在群体中, 再一次作为下一代的父向量, 即得到:

X(t+1) =
{

X′i (t), if f (X′i (t)) < f (Xi(t))
Xi(t), else (11)

Xi(t+1)

Xi(t+1)

Step 5. (终止检验) 如果种群 满足终止条

件, 则输出 中具有最小适应值得个体为最优解,

否则转 Step 2.
标准微分进化算法通过这种方式进行改进之后,

H(X) H(X)

H(X)

f (X)

可以简单有效的处理等式约束和不等式约束. 具体的

判断方法为: 用函数 来衡量违反约束的程度,
的值大则视为坏个体, 当 的值相同时, 根据目标函

数 来决定它们的优劣.

4   数值模拟

为了利用改进微分进化算法的求解, 将式 (3)转化

成求解上述问题:
min
x∈Rn

f (x) =min
x∈Rn
∥x∥p

(Ax−b) ≤ 0
− (Ax−b) ≤ 0

(12)

以下给出数值模拟:

模拟1
{

min ( |x1|p+ |x2|p)1/p

2x1+3x2 = 5 (13)

模拟2


min ( |x1|p+ |x2|p+ |x3|p)1/p

2x1+3x2− x3 = 5
x1− x2+ x3 = 1

(14)

模拟3


min (|x1|p+ |x2|p+ |x3|p+ |x4|p)1/p

2x1+3x2− x3+ x4 = 5
x1+2x2−4x3+ x4 = 1
2x1− x2+ x3+3x4 = 6

(15)

N 10n n Pc

p

对上述未知数个数为 2、3、4的约束优化问题利

用改进微分进化算法进行求解, 主要控制参数选取为:
种群的规模 取 ( 为变量个数), 交叉概率 取 0.1,
交叉因子 F 取 0.5, 最大演化代数取为 5000 代. 当 取

不同值时, 计算结果见表 1至表 3.
0 < p < 1

p = 1

p = 1

p = 2

从表中可以看出当未知数个数为 2、3且当

时的稀疏解要比 时的好, 而当未知数个数为 4 或

者更大时,  时的稀疏解更好一些, 而不论变量个数

是多少,  时所求的解都不具有稀疏性. 为了进一步

验证改进微分进化算法,下面给出改进微分进化算法与

其它优化算法对比的模拟结果.

模拟4


min |x1|+ |x2|+ |x3|
2x1+3x2− x3 = 5
x1− x2+ x3 = 1

(16)

模拟5


min |x1|+ |x2|+ |x3|+ |x4|
2x1+3x2− x3+ x4 = 5
x1+2x2−4x3+ x4 = 1
2x1− x2+ x3+3x4 = 6

(17)

下面将改进微分进化算法 (RDE)与截断牛顿内点

法 (TNIPM)、可变分稀疏重建算法 (SpaRSA)、基于

计 算 机 系 统 应 用 http://www.c-s-a.org.cn 2018 年 第 27 卷 第 6 期

126 软件技术•算法 Software Technique•Algorithm

http://www.c-s-a.org.cn


交替方向算法的稀疏解 (DAIM)、原始对偶内点算法 (PDIPA)对比. 结果见表 4和表 5.
 

表 1     模拟 1的计算结果
 

当 p 取不同值, 模拟 1的计算结果

p p = 1/20 p = 1/2 p = 1 p = 2
目标函数值 1.666 666 666 666 67 1.666 666 666 666 67 1.666 666 666 666 67 1.386 750 490 563 07

x1 –1.807 613 962 767 85e–310 –3.897 562 107 818 23e–033 8.026 094 849 013 63e–017 0.769 230 769 269 241
x2 1.666 666 666 666 67 1.666 666 666 666 67 1.666 666 666 666 67 1.153 846 153 820 51

 

表 2     模拟 2的计算结果
 

当 p 取不同值, 模拟 2的计算结果

p p = 1/20 p = 1/2 p = 1 p = 2
目标函数值 1.035 227 657 725 95 4.159 591 794 226 54 2.2 1.693 641 358 916 22

x1 1.6 1.6 1.6 1.526 315 788 830 79
x2 0.6 0.6 0.6 0.710 526 316 753 812
x3 –1.577 838 797 665 41e–278 2.040 925 718 551 52e–032 1.350 433 133 062 69e–016 0.184 210 527 923 02

 

表 3     模拟 3的计算结果
 

当 p 取不同值, 模拟 3的计算结果

p p = 1/20 p = 1/2 p = 1 p = 2
目标函数值 33 679 534 583.5764 6.305 694 606 120 38 3.187 500 021 180 79 3.844 161 958 568 74

x1 2.687 499 123 018 26 2.769 230 499 427 44 2.687 499 948 560 94 1.292 843 686 903 91
x2 4.126 972 881 237 07e–007 –0.038 461 411 495 263 6 2.420 661 781 350 75e–008 0.656 308 853 221 687
x3 0.437 500 154 761 483 0.423 076 970 689 276 0.437 500 009 077 482 0.683 615 819 958 133
x4 0.062 500 670 633 093 3 2.063 201 965 526 13e–007 0.062 500 039 335 754 1.129 001 886 485 24

 
 

由表 4、表 5 可以看出改进微分算法的稀疏解比

其他优化算法的更好,在其它算法中原始对偶算法的稀

疏解比截断牛顿内点法和基于交替方向算法的更好,
而可变分稀疏重建算法效果较差. 图 2 给出了迭代过

程中最好、最差以及新个体的迭代图, 图中可以看出

随着迭代次数的增加改进微分进化算法的适应值越来

越好.
 

 
图 2    改进微分进化算法的迭代优化曲线图

 

表 4     模拟 4的计算结果
 

变量 x1 x2 x3
改进的微分进化算法 1.6 0.6 1.566 489 081 524 73e–016
截断牛顿内点算法 1.599 350 171 280 451e+000 5.994 776 028 667 770e–001 –8.824 936 692 336 120e–004
原始对偶内点算法 1.600 017 200 818 678e+000 5.999 741 707 424 967e–001 –4.303 941 944 697 241e–005

可分近似稀疏重建算法 2.557 151 839 352 472e+000 –1.258 962 696 802 589e–001 1.267 198 497 549 144e+000
基于交替方向算法 1.599 812 261 617 022e+000 6.002 816 075 744 671e–001 4.693 459 574 451 396e–004

 

表 5     模拟 5的计算结果
 

变量 x1 x2 x3 x4
改进的微分进化算法 2.6875 1.857 931 758 110 1e–016 0.4375 0.062 500 000 000 000 5
截断牛顿内点算法 2.683 768 668 445 771 1.045 313 249 293 661e–003 4.373 644 940 432 120e–001 6.492 099 513 899 059e–002
原始对偶内点算法 2.687 494 641 388 948 2.515 832 983 412 084e–006 4.375 009 414 068 528e–001 6.250 408 793 857 361e–002

可分近似稀疏重建算法 2.115 629 752 618 323 –3.193 055 589 210 299 9.575 813 252 151 356 2.958 020 267 172 143
基于交替方向算法 2.704 429 870 215 181 –7.966 997 748 320 638e–003 4.345 123 758 443 797e–001 4.955 362 865 897 871e–002
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5   结论

lp(0 < p ⩽ 1)

l2

本文在微分进化的基础上对其改进, 提出了一种

寻优性、稳定性更好的改进微分进化算法, 将其应用

到带约束的压缩感知求解中, 并给出了数值模拟, 模拟

结果表明在改进微分算法中选择 范数得到

的解具有较好的稀疏性, 而 范数的求解方法得到的解

并不具备稀疏性. 当维数较小时本文所提出的改进微

分进化算法的稀疏解更准确.
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