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摘　要: 概率矩阵分解模型根据用户历史交互信息个性化推荐商品, 是协同过滤中的经典方法之一. 传统矩阵分解

假设下无法利用不同用户之间的相似性, 且在面对异常值时常预测失准. 根据用户聚类信息, 可构建共轭先验分布

与类别相关的聚类概率矩阵分解模型, 同时改变相关共轭先验分布形式, 完成对参数作正则化处理. 通过变分推断,
理论推导变分参数的显式表达式, 从而建立相应评分预测算法. 模拟及真实数据集均表明该模型的预测性能优于基

准模型, 并能对用户评分做出现实解释.
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Abstract: Probabilistic matrix factorization model, making personalized item recommendations according to a user’s
historical interaction information, is one of the classic methods in collaborative filtering. Under the assumption of the
traditional matrix factorization model, the similarities among different users cannot be used, and prediction is often
inaccurate when outliers occur. A clustering-based probabilistic matrix factorization model with category-related
conjugate prior distribution is built with user clustering information. Its parameters are regularized by changing the form
of the conjugate prior distribution. Through variational inference, the explicit expressions of variational parameters are
theoretically derived, and corresponding rating prediction algorithms are thereby established. Both simulation and real
datasets show that the prediction performance of the proposed model is better than that of the benchmark model, and it
can provide realistic explanations for users’ rating behavior.
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推荐系统作为一种有效的过滤手段, 可对体量庞

大、类型繁多、结构复杂的数据进行挖掘和建模分析,
帮助用户快速、准确地筛选其感兴趣的信息, 大幅节

省检索花费的时间和精力, 从而缓解信息过载问题. 其
应用可涵盖诸多领域, 如电子商务领域中的“猜你喜

欢”专栏、书籍影音领域中电影评分及推荐功能;社交

网络领域中推荐可能认识的好友.
矩阵分解模型因其在 Netfilx 举办的推荐系统大

赛上获得优胜而倍受研究者关注[1]. 该模型针对用户与

项目间的评分进行建模, 假定用户的偏好、项目的特
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征由高维空间中的隐因子向量所决定, 隐因子各分量

表示无法被直接观测到的属性特征, 进一步用其内积

表示评分.
为更好地利用相似用户间的信息以提高预测性能, 本

文采用了基于用户聚类的概率矩阵分解模型 (clustering
Bayesian probabilistic matrix factorization, CBPMF), 在
已知聚类结果的条件下, 通过指数族共轭先验形成概

率生成模型, 利用矩阵分解思想进行评分预测.

 1   相关工作

推荐系统可分为 3 大类方法: 基于内容、协同过

滤和混合式方法[2,3]. 本文主要关注协同过滤方法, 此方

法应用广泛, 预测表现优异, 其核心假设为相似的用户

会与相似的商品产生相似的交互, 因此可仅依靠已存

在的用户和项目之间的历史交互, 即观测评分, 完成目

标用户推荐. 而矩阵分解则隶属协同过滤方法大类, 研
究关注于在不同场景中拓展矩阵分解模型, 利用高效

的算法估计模型参数, 同时保持预测精度.
传统矩阵分解方法假设观测到的数据来自低维

的线性子空间, 重构便可得到矩阵的低秩结构, 可利用

特征值分解、非负矩阵分解等方法求解参数[4,5]. 而
Salakhutdinov等人对矩阵分解施加了严格的概率分布,
从而建立概率矩阵分解模型的基本框架, 用于处理体

量大、数据稀疏、结构不平衡的电影评分数据集[6]. 进
一步地, 为了解决超参数选择困难的问题, Salakhutdinov
等人引入共轭先验, 提出贝叶斯概率矩阵分解模型, 对
应地使用 Gibbs采样算法估计参数[7].

矩阵分解还融合除观测评分外的其他信息, 提出

了概率矩阵分解模型的变体, 以缓解数据稀疏问题, 从
而提高预测性能. 为了利用用户间关系, Ma 等人将用

户信任矩阵与评分矩阵结合, 提出了基于社交网络的

概率矩阵分解模型, 缓解了只考虑评分信息时的数据

稀疏问题[8]. Liu等人融合了社交关系和项目内容信息,
假设用户和项目隐因子各自服从不同的先验分布, 以
此提高预测精度[9]. Peng 等人考虑现实中具有信任关

系的用户偏好其实并不相似的情况, 将用户偏好相似

性约束在特定领域, 提出了基于信任和偏好切分的矩

阵分解模型[10]. Feng 等人同时考虑用户评分和局部关

系相似性, 以解决推荐系统场景中数据稀疏的问题[11].
在参数估计方面, 目前求解隐因子的算法主要有

MCMC[12]、变分近似推断[13,14] 以及梯度下降. Lim 等

人提出了基于变分推断的 SVD 矩阵分解算法[15]. Luo
等人利用伽马共轭先验缓解正态假设不稳健及数据缺

失的问题, 采用了 MCMC 方法进行参数估计, 提供了

统计意义上的解释[16]. Zhao 等人构造了 L1 范数惩罚,
利用变分近似推断求解低秩矩阵分解模型中的参数,
在计算机视觉领域取得了较好结果[17]. 王娟等人使用

随机梯度下降算法进行矩阵分解模型的参数求解[18].
Blei等人指出相比于MCMC方法, 变分推断以损失部

分精度为代价获得更快的收敛速度, 因此更适合于体

量较大的数据集[19].
目前研究大多考虑将用户集合视作整体, 或认为

各用户之间互不相同, 两种建模思路均未采用聚类方

法, 无法利用相似用户之间的信息提升预测表现, 且后

者还会因待估参数过多而造成过拟合. 本文采用的聚

类概率矩阵分解模型可有效解决用户先验分布设置过

于粗糙或过于精细而导致评分预测不准确的问题. 具
体来说, 此模型有两处创新, 其一, 通过贝叶斯分层使

同一水平之间的随机变量共享信息, 对用户聚类并使

同类用户服从同一先验, 进而提升用户偏好预测的准

确性; 其二, 更换先验形式, 构建贝叶斯框架, 完成对模

型参数的正则化, 并且考虑多个模型的平均而非某一

特定模型, 防止过拟合现象. 此外, 本文将采用变分推

断方法, 对应 CBPMF 模型, 推导得到各随机变量对应

变分分布的显式表达式, 从而建立变分坐标下降算法

以估计参数.

 2   聚类概率矩阵分解模型

Ri j

Ui V j

Ri j ≈ UT
i V j R ≈ UTV UD×N =

[U1, · · · ,UN] VD×M = [V1, · · · ,VM] Ri j

UT
i V j σ2

0

本节主要对 CBPMF 模型的评分生成过程作详细

说明. 概率矩阵分解模型主要针对推荐系统中的评分

数据进行建模. 假定用户 i 对项目 j 的评分 可分解

为 D 维空间中用户隐因子 和项目隐因子 的内积,
即 , 对应矩阵形式为 , 其中

,  . 各个可观测评分 之

间相互独立, 且服从均值为 , 方差为 的正态分

布, 如式 (1):

p(Ri j|UT
i V j,σ

2
0) = N(Ri j|UT

i V j,σ
2
0) (1)

Z =

给定用户聚类结果, CBPMF模型假定同一类别中

用户的先验分布相同, 在每一类下利用各自先验参数

分别进行矩阵分解, 最后根据隐因子估计预测评分. 具
体来说 ,  假定用户的类别为常数 K ,  类别向量为
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[z1, · · · ,zN] zi

zi ∈ {1, · · · ,K} zi = k

Z

,  分量 表示用户 i 所属的特定类别 ,  且
, 若 , 则说明用户 i 属于类别 k. 在类

别向量 已知的情况下, 用户、项目隐因子分布分别如

式 (2)所示:p(Ui|µU
zi
, τUzi

) = ND(Ui|µU
zi
, (τUzi

)−1I)

p(V j|µV , τV ) = ND(V j|µV , (τV )−1I)
(2)

ND(x|µ,Σ) µ Σ

τ

ΘU = {µU
1 , · · · ,µ

U
K , τ

U
1 , · · · , τ

U
K }

ΘV = {µV , τV } µ0

σU
0 I τ

a0,b0

其中,  表示均值向量为 , 协方差矩阵为 的

多元正态密度函数, 参数 为精度系数, 从中不难发现,
由于用户聚类结果存在, 用户隐因子与其所属的特定

类别向量有关, 而项目隐因子则无关类别. 记用户和项目

隐因子对应先验参数集合 ,

. 假定用户均值向量服从均值为 , 协方

差阵为 的多元正态分布, 精度系数 服从参数为

的伽马分布, 如式 (3)所示:p(µU
k |µ0,σ

2
U ) = ND(µU

k |µ0,σ
2
U I)

p(τUk |a0,b0) = Γ(τUk |a0,b0)
(3)

Γ(x|a,b) a,b µ0,σ
U
0 ,a0,

b0

其中,  表示参数为 的伽马密度函数, 

为给定的超参数. 类似地, 对于项目隐因子参数类似

有如式 (4)所示的先验分布, 区别在于分布参数是否与

聚类结果有关.p(µV |µ0,σ
2
V ) = ND(µV |µ0,σ

2
V I)

p(τV |a0,b0) = Γ(τV |a0,b0)
(4)

Ri j

Θ0 = {a0,b0,µ0,σU ,σV ,σ0}

此处模型所采用的先验为正态-正态、正态-伽马

双重共轭分布, 对应的概率生成过程如图 1所示, 其中

实心圆 表示可观测的评分, 空心圆圈中的变量为隐

因子及其先验分布参数, 其余均为给定的超参数, 记为

.
 

a0, b0

τUz
i

μU μV

Ui

A

i, Z
i
=k

k=1, ..., k

j=1, ..., M

Rij

σ0

Vj

τVz
i

a0, b0
μ0, σU μ0, σV

 
图 1    CBPMF模型概率图

 3   变分近似算法

模型过于复杂而导致参数无法求解是概率生成模

型常见的困难之一. 本文将采用变分推断近似估计模

型参数, 从而完成评分的预测工作.
 3.1   贝叶斯变分推断理论

U,V

q(·)

q∗(·) q(·)
p(U,V |R,Θ0)

根据贝叶斯推断, 参数估计需根据后验分布进行,
但其因为积分运算过于复杂而无显式表达, 故无法直接

通过最大化后验分布估计参数 . 为了解决此问题, 本
文引入可处理的变分分布 近似真实后验分布, 假定其

随机变量之间相互独立且由各变分参数控制, 如式 (5)
所示. 通过最小化变分分布和后验分布之间 KL (Kullback-
Leibler) 距离寻找最优 , 当且仅当变分分布 等于

真实后验分布 时, KL距离达到最小.

q(U,V,ΘU ,ΘV ) =
N∑

i=1

q(Ui)
M∑
j=1

q(V j)

·
K∑

k=1

{
q(µU

k )q(τUk )
}
q(µV )q(τV ) (5)

log p(R|Θ0)

U,V

Ui,V j

CBPMF模型似然函数 可以分解为变分

下界 (evidence low bound) 与 KL 距离之和. 给定评分

数据的情况下, 最小化 KL 距离等价于最大化变分下

界, 故可将感兴趣参数 的估计问题转化为对应的优

化问题求解. 根据平均场变分推断 (mean-field varia-
tional inference), 固定隐因子 , 对其余无关随机变

量求期望即可得到对应的变分分布, 如式 (6)所示:q(Ui) ∝ exp
{
E−Ui

[
log p(U,V,ΘU ,ΘV ,R|Θ0)

]}
q(V j) ∝ exp

{
E−V j

[
log p(U,V,ΘU ,ΘV ,R|Θ0)

]} (6)

E−Xi Xi

R Θ0 µU
k , k = 1, · · · ,

K µV

其中,  表示对除 外所有随机变量做期望. 给定评分

矩阵 及超参数集合 的条件下, 先验参数

和 服从多元正态分布, 即:µU
k ∼ ND(µU∗

k ,Σ
U∗
k ), k = 1, · · · ,K

µV ∼ ND(µV∗ ,ΣV∗ )
(7)

其中, 均值向量为:
µU∗

k =Σ
U∗−1
k · (σ−2

U µ0+E[τUk ]
∑

i∈U(k)

E [Ui])

µV∗ =ΣV∗−1 · (σ−2
V µ0+E[τV ]

∑
j=1

ME
[
V j
]
)

(8)

协方差矩阵为:Σ
U∗
k =(σ−2

U +E
[
τUk

]
NU

k )−1I

ΣV∗ =(σ−2
V +E

[
τV
]

M)−1I
(9)
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U(k)其中,  表示属于 k 类的用户.
τUk , k = 1, · · · ,K τV同样条件下, 先验参数 和 服从伽

马分布, 即:τUk ∼Gamma(aU∗
k ,b

U∗
k ), k = 1, · · · ,K

τV ∼Gamma(aV∗ ,bV∗ )
(10)

其中, 形状参数为:

aU∗
k =

DNU
k

2
+a0, k = 1, · · · ,K; aV∗ =

DM
2
+a0 (11)

NU
k且 表示类别 k 的用户数量, 逆尺度参数为:

bU∗
k = b0+

1
2

∑
i∈U(k)

E
[(

Ui−µU
k

)T · (Ui−µU
k )
]

bV∗ = b0+
1
2

M∑
j=1

E
[(

V j−µV
k

)T · (V j−µV
k )
] (12)

在此基础上, 可推导得预测评分所必须的用户、

项目隐因子参数服从多元正态分布, 即:Ui ∼ ND(µ∗Ui
,Σ∗Ui

), i = 1, · · · ,N
V j ∼ ND(µ∗V j

,Σ∗V j
), j = 1, · · · ,M (13)

其中, 均值向量为:
µ∗Ui
=Σ∗Ui

· (E
[
τUzi
·µU

zi

]
+σ−2

0

M∑
j=1

Ii jRi jE
[
V j
]
)

µ∗V j
=Σ∗V j

· (E
[
τV ·µV

]
+σ−2

0

N∑
i=1

Ii jRi jE [Ui])

(14)

及协方差矩阵为:
Σ∗Ui
=(E
[
τUzi

]
I+σ−2

0

M∑
j=1

Ii jE
[
V jVT

j

]
)−1

Σ∗V j
=(E
[
τV
]
I+σ−2

0

N∑
i=1

Ii jE
[
UiUT

i

]
)−1

(15)

由于 CBPMF 模型采用指数族共轭先验, 故导出

变分分布形式上与原分布保持一致. 上述期望计算均

可根据基本矩阵运算得到, 在此不过多赘述.
 3.2   评分预测算法

Θ
(0)
q

Θ
(t)
q

Θ
(t+1)
q ε

L
(
Θ

(t+1)
q

)
−L
(
Θ

(t)
q

)
< ε

根据上述理论推导, 本节给出 CBPMF 模型评分

预测算法. 具体来说, 该算法可视作坐标下降过程, 首
先初始化变分参数集 , 在第 t 次更新中, 根据上一

时刻的变分参数 , 利用可迭代得到下一时刻的参数

集 , 在给定阈值 情况下, 若变分下界的变化量小

于阈值, 即 , 则认为参数更新至收敛.

算法 1. CBPMF模型评分预测算法

R(1) 清洗数据得到评分矩阵 ;
Θ

(0)
q Θ0 ε(2) 初始化变分参数集 , 超参数集 , 阈值 ;

(3) while 变分下界未达到收敛 do:
(4)

µU
k

τUk

1) 根据式 (7)、式 (8), 更新每一类别中用户先验均值向量 以及精

度参数 ;
µV τV2) 根据式 (7)、式 (8), 更新单一项目先验均值向量 以及精度参数 ;

3) 根据式 (14)、式 (15), 更新每一用户的隐因子向量的多元正态分

布参数;
4) 根据式 (14)、式 (15), 更新每一项目的隐因子向量的多元正态分

布参数;
Θ

(t)
q L

(
Θ

(t)
q
)

5) 根据当前变分参数 计算变分下界 ;

(5) end while
R̂i j=

UT
i V j≈µ∗TUi

·µ∗V j

(6)  根据收敛的用户、项目隐因子 ,  预测未观测的评分 ,  即

;

(7) 将目标用户的预测评分进行排序, 推荐排名最靠前的 k 个项目;

Θq

Ui
∗,V j

∗ µ∗Ui
,µ∗V j

得到变分参数集合 后, 用变分分布近似代替后

验分布. 由于用户、项目隐因子参数的变分参数服从

多元正态分布, 其 MAP 估计为对应的均值向量, 因此

可得到 的近似估计为 , 进一步可估计缺

失评分. 最后根据缺失评分的预测结果, 给出目标用户

最感兴趣的 top-k项目推荐.

O((N +M)

D+K)

本算法基于变分近似推断的统计原理构建, 运用

变分参数近似 CBPMF模型中的真实后验分布, 从而根

据最大化后验分布估计参数, 其理论复杂度为

,  故效率较高 ,  可快速进行更新预测 .  相比于

MCMC 和单纯的坐标梯度下降算法, 此算法收敛速度

较快且保持一定的预测准确性, 适合推荐系统场景.

 4   实验与分析

 4.1   模拟分析

N = 300 M = 300

D =10

K

为了契合推荐系统应用场景, 本文根据协同过滤

思想来产生模拟数据, 同时结合聚类方法, 考虑不同类

别中用户表现存在的差异[20], 具体来说, 模拟数据假定

存在 位用户、 个项目, 隐空间的维度

; 异常数据占比为 10%; 且设置数据缺失率为

0.9以对应评分的稀疏性. 在类别数量 分别为 3、5两
种情形下, 针对用户平均评分倾向进行聚类, 最后使用

5折交叉验证预测缺失评分, 在 100次重复试验下得到

指标MAE和MSE的均值和标准差用以评价模型.
基准模型则采用贝叶斯概率矩阵分解模型 BPMF

以及社交关系矩阵分解模型 SRBPMF, 其中 BPMF 模
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型对应未考虑用户的相似性, 不进行聚类, 假定所有用

户隐因子服从同一先验分布的情况, 因此对模型参数

的惩罚较弱; 而 SRBPMF 模型则对应所有用户各自服

从参数不同的先验分布的情况, 即每个用户各为一类,
此方法假设过于强, 存在相当大的过拟合风险. 本文采

用的 CBPMF 模型则可视作通过聚类对上述两种方法

作了折中处理.
从表 1 MAE、MSE可明显看出本文采用的 CBPMF

模型在预测上的表现优于 BPMF 模型和 SRBPMF 模

型, 且三者中 SRBPMF模型表现最差; MAE、MSE的

标准差于括号中显示, 从中可以看出模拟数据中 3 类

模型预测波动不大. 因 SRBPMF 模型需要待估参数与

用户数量成线性增长, 当用户数量较多时, 过拟合的风

险非常高; 而 BPMF 模型则无法利用同一类别用户之

间的相似关系, 两者均无法较好处理模拟数据中的异

常值, 因此预测表现均不如 CBPMF 模型. 另一方面,
CBPMF模型具有分层贝叶斯结构, 在对用户进行聚类

后, 可共享同一水平的用户信息, 当某用户观测到异常

值而导致估计偏差时, 该类别下的参数先验分布通过

赋予一个较低的先验概率值而达到正则化的作用, 降
低异常值影响, 表现更为鲁棒.
 
 

表 1     评分预测情况汇总表
 

类别数量 模型
评价指标

MAE MSE

K=3
CBPMF 0.573 5 (0.026) 0.601 3 (0.062)
BPMF 0.577 0 (0.025) 0.603 1 (0.060)

SRBPMF 0.578 6 (0.027) 0.610 0 (0.063)

K=5
CBPMF 0.567 2 (0.016) 0.571 9 (0.034)
BPMF 0.572 9 (0.015) 0.581 6 (0.032)

SRBPMF 0.575 7 (0.014) 0.585 7 (0.031)

注: 括号中为标准差
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图 2    各模型MAE随数据缺失率变化折线图

模拟考虑不同数据缺失率对模型预测准确性的影

响, 结果如图 2所示, 对于任一数据缺失率而言, CBPMF
模型预测表现均优于基准模型. 由于异常值占比恒定

为 10%, 随着可观测数据的增加, 异常值的数量也随之

同步增加, 故在本模拟中数据缺失率和模型预测准确

性之间成反比关系. 另外, 随着异常值总数降低, 相比

于基准模型, CBPMF 模型可以获得更大的提升, 意味

着其能够更好地应对异常值对模型的干扰.
 4.2   实证分析

Ri j ∈ {1,2,
3,4,5}

本小节运用MovieLens电影评分公共数据集进行

实证分析. 该数据集包含 943 名用户和 1 682 部电影,
交互得到评分数据共计 10 000 条, 具体还包括用户的

性别与年龄、电影的名称及类型等描述性信息. 为保

证评分有效性, 该数据集中每位用户至少对 20部以上

电影给出过评分. 评分取值于离散有限集合, 即
.
为了更加直观地观测用户对电影评分的倾向, 本

小节挑选了平均评分位于正态分布前 25% 的严格用

户 (用深蓝色节点表示), 以及位于后 25% 的宽容用户

(用红色节点表示) 两类用户群体, 根据评分情况绘制

网络结构图, 如图 3 所示. 若电影节点的度越大, 则表

明该电影被观看次数越多, 反之亦然; 若用户节点发出

的边为红色, 则说明该用户给出评分为 4 或 5 的积极

评价, 反之则用蓝色边表示消极评价.
 

 
图 3    用户电影评分球状网络结构图

 

对球形网络图进行分析可得以下结论: (1) 电影的

评分与其自身质量紧密相关. 高质量电影 (粉色节点)
集中在球形网络中间且边为红色, 标签对应为现实中
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《007》《泰坦尼克号》等电影; 反之低质量电影 (浅
蓝色) 游离于网络边缘, 边为蓝色, 对应的电影知名度

较低; (2) 电影所受关注度与其自身质量紧密相关. 半
径较大的节点所多为红色, 表示高质量电影受到关注

度高; 反之则半径小的节点颜色多为蓝色, 表示低质量

电影较少被人观看; (3) 用户评分表现出明显的倾向性.
对于同一电影而言, 宽容用户更倾向于给出积极评价,
表现为红色节点的边多为红色; 反之严格用户倾向于

给出消极评价, 表现为浅蓝色节点的边多为蓝色.
根据用户评分均值, 事先得到类别数量为 K=3 的

聚类结果. 根据不同随机数种子进行 5折交叉验证, 进
一步得到MovieLens数据集中的评分预测的评价指标

MAE和MSE的均值如表 2所示. 与模拟表现类似, 在
隐空间维度和 10和 20的情况下, CBPMF模型预测表

现均明显优于基准模型 BPMF 和 SRBPMF. 标准差于

括号中显示, 从标准差表现上看, CBPMF 模型表现更

为稳定, 随 5 折交叉验证抽取数据的变化较小. 另外,
不难发现, 随着隐空间维数的增加, 模型预测性能增强.
 
 

表 2     MovieLens数据集上模型预测情况汇总表
 

隐空间维度 模型
评价指标

MAE MSE

D=10
CBPMF 0.882 5 (0.000 6) 1.138 0 (0.001 2)
BPMF 0.884 8 (0.001 4) 1.143 1 (0.003 1)

SRBPMF 0.884 9 (0.001 3) 1.143 7 (0.002 9)

D=20
CBPMF 0.878 1 (0.001 1) 1.127 8 (0.001 8)
BPMF 0.882 2 (0.002 3) 1.139 9 (0.002 8)

SRBPMF 0.883 8 (0.002 1) 1.141 8 (0.002 7)

注: 括号中为标准差
 
 

 5   结论与展望

本文考虑现实中不同用户之间存在相似性的特点,
通过正态-正态、正态-伽马两种共轭指数先验构建贝

叶斯分层结构, 将矩阵分解模型拓展为用户聚类情形

下的概率矩阵分解模型. 一方面, 聚类概率矩阵分解模

型 (CBPMF)将具有相似评分倾向的用户聚为一类, 使
其共享同一先验参数, 以此提高模型的预测准确性. 另
一方面, 贝叶斯框架可通过对先验参数积分来考虑多

个模型的平均, 从而达到防止过拟合的作用, 事实上在

模型角度, 先验可视为对参数的一种正则化. 在参数估

计上, 本文运用平均场变分推断思想, 使用变分分布近

似真实后验分布, 严格推导得到变分参数的显式表达

式, 从而对应拓展得到 CBPMF 模型评分预测算法, 此

算法与推荐系统内的用户和项目数量呈线性关系, 可
快速得到变分参数的近似估计.

K

虽然实证表明用户聚类可显著提高预测表现, 但
本文未考虑不同的聚类方法所带的影响. 如 K-means、
层次聚类法等, 从而进一步挖掘评分数据中用户的潜

在倾向, 讨论预测工作. 此外, 类别数量 选取对应着模

型选择, 也是值得研究的方向.
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