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摘 要： 本文利用 Delaunay 三角剖分和 Voronoi 图的性质，实现了一种对散乱点重构闭合曲面的方法。该方

法在搜索策略上进行了改进：首先对输入点进行三角剖分,产生相互独立的四面体,构建一个凸包；然后
利用 Delaunay三角剖分产生 Voronoi图；最后根据 Voronoi图的性质，选择包含在形体内部的四面
体，提取出边界三角形，完成散乱点边界重构。计算复杂度和 Delaunay四面体数量成正比，在自动形
状重构时形状边界提取过程的计算复杂度为O(n)，算法适用于各种涉及图形重构的工程应用。 

关键词： 离散点  重构曲面  Delaunay三角剖分  Voronoi图  边界搜索 
 
 
1 引言 
  逆向工程许多应用中都有散乱点重构曲面的问

题，重构三维闭合形状算法可以分成两类：逼近和插

值。Hoppe提出了一种利用曲面法矢和最小二乘法的
逼近算法[1]，该方法需要决定邻接点的数量参数 k。
Curless和 Levoy利用加权平均值方法取代最小二乘
法[2]，处理大数据量输入点，只考虑形状的边界元素，

信息丢失不可避免，同时有些信息没有利用起来。

Edelsbrunner 介绍了一种基于曲面插值的“α
-shape”方法[3]，主要缺点是需要定义外接球半径参

数α。Amenta 提出的 crust 算法[4]，对输入点进行

Delaunay三角剖分产生 Voronoi图，边界元素可以
简单地通过选择四面体 Delaunay 三角剖分来提取，
不需要距离参数，但是不能解决尖锐边问题。

Boissonnat提出了一种雕刻算法，他的方法对输入点
构造一个凸包，通过雕刻凸包，从外部开始处理直到

所有输入点都位于形状的边界上，通过这种方法产生

分段线性模型，但是这个方法需要花费大量的计算时 
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间。其它还有一些相关的曲面重构方法[5-7]。本文在搜

索策略上进行了改进：首先给出一些定义和性质；利

用 Delaunay三角剖分和 Voronoi图重构闭合曲面；
按不同情况从输入点中提取边界；最后给出执行结果。 

2 基于 Voronoi图雕刻算法 
2.1 Delaunay 三角剖分和 Voronoi 图定义及性质 
给定一组二维点 P，当且仅当以 pi和 pj为直径的

圆内不存在其它点，则连接点 pi 和 pj，这些边叫作
Delaunay边[8]。所有这样 Delaunay边的集合形成了
Delaunay 图，在图中只显示三角形。如果有四点共
圆，一般选择某条边进行处理，把它们移去，产生一

个三角剖分。每个 Delaunay 三角形有一个外接圆，
内部不包含任何点，如图 1所示，三角形 abc外接圆
内没有其它点是 Delaunay三角形，三角形 def外接
圆内有其它点，不是 Delaunay 三角形，需要进一步
处理。Delaunay 三角剖分是形成输入点的内部凸包
的一组较好的三角形，在二维中，相当于一些互相独

立的三角形联合，加入一个新输入点后，采用圆准则， 
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能增加凸包构造，图 2 是一个二维空间中 Delaunay
三角剖分的例子。 

 
 
 

   
  
 
 

图 1 ⊿abc是 Delaunay三角形， 
 ⊿def不是 Delaunay三角形 

 
 
 
 
 
 
 

图 2 二维 Delaunay三角剖分 
 

Delaunay 三角剖分一样可以进行推广到三维
Delaunay四面体。如果存在一个球体经过一组满足条
件的点，里面不包含其它点，那么一个四面体，三角形

或边是 Delaunay的。没有五个点在共一个球面，如果
存在一个 Delaunay 四面体剖分球面上有五个或更多
点的情况，可以根据需要移去一些四面体，面或边。 
  pi点的 Voronoi区域定义为到 pi的距离比到任
何其它点都近的点的集合，形式上表示为。所有取样

点的 Voronoi单元相交就构成了 Voronoi图。单元的
边叫作 Voronoi 边，边的端点叫作 Voronoi 点。
Voronoi 边上的一个点与两个输入点有关，每个
Voronoi 边上的点到这两个输入点是等距的。一个
Voronoi端点是 Voronoi边的交点，与三个或更多个
输入点有关，每个 Voronoi点到相关的三个输入点是
等距的。二维的 Voronoi区域相应地可推广到三维立
体的Voronoi区域。给定一组三维点，点pi的Voronoi
区域定义为所有到pi点的距离比到任何其它点都近的
点的集合。所有输入点的 Voronoi单元相交就构成了
Voronoi 图。三维的 Voronoi 图的一些几何元素如
Voronoi 平面，Voronoi 边和 Voronoi 端点。一个

Voronoi 平面是一个三维几何元素，是个边界平面限
制它相关的 Voronoi单元。Voronoi平面上的一个点
与两个输入点有关，每个 Voronoi平面上的点到这两
个输入点是等距的。三维的一条 Voronoi 边是两个
Voronoi平面相交的线段。Voronoi边上的点与三个
输入点有关，每个 Voronoi边上的点到这三个点是等
距的。一个 Voronoi点是三维的，是 Voronoi边交点，
它与四个或更多个输入点有关，每个端点到这些输入

点都是等距的。图 3 是二维 Voronoi 图和三维单个
Voronoi单元的 Voronoi图。 
 
 
 
 
 
 
 
图 3 二维 Voronoi图和三维 voronoi单元 

 
 
 
 
 
 
 
图 4 二维 Delaunay三角剖分与 Voronoi图的关系 

 
一个 Delaunay三角剖分与 Voronoi图的关系如

图 4所示，一个 Delaunay线段被 Voronoi线段垂直
平分。Voronoi 边的两个端点限定了两个共边的关联
Delaunay 三角形⊿ADT 外接圆的中心。这里再引入
一个关联 Delaunay 边 LADE。 
从 Delaunay三角剖分中得到 Voronoi点，两个

Voronoi 点决定 Voronoi 边，产生 Voronoi 图。相
应的概念可以扩展到三维。反过来也可利用 Voronoi
图形成 Delaunay 三角剖分。二维空间画一条线，将
具有公共域边界的 Voronoi单元里的点相连接，如果
p和 q是取样点，，在 p和 q间有一条 Delaunay边。
三维的 Delaunay 四面体可以通过连接有公共
Voronoi边界区域中的点形成。 
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2.2 雕刻形状 
利用 Delaunay三角剖分和 Voronoi图的性质提

取二维封闭形状的边界，然后扩展到三维。第一步对

输入点使用 Delaunay 三角剖分方法构建一个凸包；
第二步利用与 Delaunay 三角剖分的关系产生
Voronoi 图；第三步由外至内在凸包凹入的区域移去
三角形。算法与 Boissonnat 方法类似，但本算法边
界提取过程中，对每条 Delaunay边只进行一次搜索，
形状边界元素搜索策略是一个非递增的单向过程。流

程表述如下： 
  把所有 LUVE边入栈； 
  当栈非空时循环处理 
  { 
  取一条 LUVE边出栈； 
  如果 LUVE与它的 LADE相交： 
  保存该 LADE到内部成员栈， 
  否则 
  把与该 LUVE相关联的另一条 LVE边推入栈 
  } 
  在处理过程中，如图 5所示，首先从 Voronoi边中
选择有极大值端点的 Voronoi 边 LUVE，然后对 LUVE
中每条边作标记，检测是否与相关联的 LADE边相交。
如果相交，可以确定这条 LADE是一个边界元素，这个
⊿ADT 在形状边界内部，保存边界信息；否则，这条
LADE和三角形⊿ADT在形状边界外部，如图 6所示，
LUVE 与 LADE 边不相交，那么取与该 LUVE 相关联的
另一条 LVE边，检测 LVE是否与相关联的另一条 LADE
边相交，重复处理检查每条与 LUVE 共 Voronoi 点的
Voronoi边，直到如图 6右所示出现交叉。也就是说，
通过确定每个三角形是否位于形状边界内部或外部，一

次完成提取边界和与之关联的三角形。 
 
 
 
 
 
 
  

图 5 有交叉时边界提取 

 
 
 
 
 
 
 

图 6 无交叉时边界提取 
 

二维处理可以直接扩展到三维。如图 7右所示，
在三维处理 Delaunay 三角剖分中，检查四面体的
Voronoi边和三角形的相交， 确定物体边界三角形。
包括以下三个步骤：对三维输入点 Delaunay 三角剖
分，构造一个由相互独立的四面体组成的凸包；利用

Delaunay三角剖分和 Voronoi图的关系，产生输入
点的 Voronoi图；使用 Voronoi图选择包含在形状中
的四面体，来提取形状上的边界三角形。三维操作的

边界检测与二维操作类似。 
 
 
 
 
 
 

图 7 二维扩展到三维 

3 执行结果 
算法用 VC++在个人机上进行了实现，图 8显示

了用本算法进行三维形状重构的结果。输入点数量、

四面体数量以及处理时间见表 1: 

表 1  执行结果 
物体实例 输入点数量 四面体数量 处理时间（秒）

头部 2179 13867 385 

4 结论 

  本文利用Delaunay三角剖分和 Voronoi图的性

质，实现了一种散乱数据点重构三维闭合图形的算法。

与其它算法相比，不再需要为确定某些参数耗时。另 
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图 8 示例图 

 
外，计算复杂度和 Delaunay 四面体数量成正比，在
自动形状重构时形状边界提取过程的计算复杂度为

O(n)，比 Amentaet方法的复杂度 O(n4/3)更有效，
该算法适用于各种涉及图形重构的工程应用。 
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父函数节点从左往右输出，并且先输出子函数节
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b->e->a->d->c->g->f->h。 
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5 结论 
经过测试，拓扑排序和强连通算法可以很好完成

源代码中函数调用关系的分析，解决面对大量源代码

无从下手的难题，进一步扫描关系图的邻接矩阵，可

确定一个函数被多少个其他函数调用，以及该函数调

用了多少个函数，例如在式 2 中可看到，第 4 行为

00100001，可确定 d 被 c、h 调用，使开发人员对

项目的全局把握性更好，不会失去方向感，目标明确。 
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