
 

 

针对加权子空间拟合的联合粒子群优化算法①

龚　琛,  李世宝,  陈海华,  刘建航

(中国石油大学(华东) 计算机与通信工程学院, 青岛 266580)

摘　要: 在现有 DOA估计的方法中, 加权子空间拟合(WSF)具有很高分辨率. 但是求解WSF算子的算法计算复杂

度较高, 无法满足实时性需求. 为了降低计算复杂度, 本文针对WSF算法提出了一种低复杂度的联合粒子群算法.
首先利用旋转不变子空间法(ESPRIT)可以显式计算 DOA结果, 计算复杂度极低的特点, 并联合利用克拉美-罗界来

确定一个新的搜索空间, 再随机撒入少量粒子进行粒子群算法, 最后在满足一定的速度条件后跳出迭代. 此外, 本文

也讨论了粒子群算法的惯性因子. 试验结果表明, 跟常规粒子群算法比较, 在保持 DOA估计精度不变的结果下, 本
文算法所需粒子数和迭代次数大幅度降低, 计算复杂度也明显降低.
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Joint-PSO Algorithm for Weighted Subspace Fitting of DOA Estimation
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Abstract: Among existing DOA estimation methods, the Weighted Subspace Fitting (WSF) algorithm is well-known for
its high resolution of DOA estimation. However, its computational complexity is extremely high and cannot meet the real-
time requirements. In this paper, we propose a Joint-PSO algorithm for WSF with less complexity. This algorithm has the
following key steps: firstly we use the solution of Estimation of Signal Parameters via Rotational Invariance Techniques
(ESPRIT) which can get the DOA estimation with extremely low complexity and stochastic Cramer-Rao bound (CRB) to
determine a novel initialization space in the whole search space. Then, we randomly initiate a small number of particle in
that small area. Finally, we let the particles “fly” to the solution with a suitable speed. Additionally, we also discuss and
optimize the inertia factor of PSO algorithm. The simulation results find that for the same Root-Mean-Square-Error
(RMSE), the particles and iteration number of the proposed algorithm are much less than that of the original PSO
algorithm. As a result, the computational complexity can be greatly reduced.
Key words: direction-of-arrival; weighted subspace fitting algorithm; particle swarm optimization; computational
complexity

 

信号波达方向估计(Directions Of Arrival, DOA)问
题一直是通信、雷达[1]、声纳[2]、定位[3]、导航等领域研

究的热点问题. 为了保证系统的及时性和准确性, DOA
估计算法必须具有较低的计算复杂度和高分辨率. 目

前在实际系统中常用的算法有多信号分类(Multiple
Signal Classification, MUSIC)算法[4], 旋转不变子空间

(ESPRIT)算法[5]. 但是在存在多径传播的真实场景下,
上述两个算法并不能直接处理相干信号. 虽然空间平
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滑等预处理技术能处理相干信号, 但是会降低 DOA估

计精度. 而加权子空间拟合(Weighted Subplace Fitting,
WSF)算法[6]估计精度高, 并且在相干信号源, 小快拍数

以及低信噪比的条件下, WSF 算法的性能要优于上述

算法, 它能够处理小快拍数据, 在相干信号源的条件下

无需数据预处理技术, 但该算法是一个多维非线性优

化问题, 所以它的计算复杂度是非常高的, 这也是WSF
算法未能广泛应用的原因.

针对 DOA中多维非线性优化问题, 主要可分为三

大类算法: 第一类算法是最经典的交替最小化算法[7],
该算法将每次迭代时只更新一个参数, 而其他参数固

定不变, 这样就将一个复杂的多维非线性优化问题转

变为多个简单的一维非线性优化问题, 从而降低了整

体的复杂度; 第二类算法是仅针对于某个 DOA估计算

法评价标准. 比如针对确定性最大似然估计(Determini-
stic Maximum Likelihood, DML)的高斯牛顿算法[8], 是
通过每次迭代求出一个搜索方向, 当搜索方向接近于

0 时, 就认为找到了最优解; 但是这两类类算法收敛速

度较慢; 第三类算法是智能优化算法, 比如遗传算法[9],
蚁群算法[10], 人工蜂群算法[11], 模拟退火算法[12], 粒子

群算法(ParticleSwarm Optimization, PSO)以及智能算

法之间互相结合得到的各种混合算法[13]等. 由于智能

算法收敛速度快, 得到了广泛的关注. 而粒子群算法由

于其算法简单, 收敛速度快, 可调参数少等优点被广泛

应用到该领域中. 此外, 针对WSF算法的特点, 文献[14]
提出使用多级维纳滤波代替计算复杂度较高的矩阵特

征分解, 从而降低算法整体的计算复杂度.
粒子群算法通过模拟鸟群觅食的过程, 将无序的

粒子移动转化有规律的移动. 在很多非线性优化问题

上取得了非常好的效果. 也有很多学者将其引入 WSF
算法的算子求解过程中[15], 文献[16]将量子计算和粒子

群算法结合解决 WSF 算法复杂度高的问题 .  文献

[17]将粒子群算法的搜索范围进行动态变化, 将陷入局

部最优的粒子重新撒入在靠近最优解的范围内, 避免

了部分粒子做无用功, 提高了收敛速度. 虽然这些算法

在一定程度上降低了复杂度, 但只是提高了收敛速度,
并没有解决部分陷入局部收敛的粒子做无用功的问题,
所以并不能满足对实时性的要求. 为解决这个问题, 本
文提出了一种低复杂度的基于联合的 PSO 算法

——Joint Particle Swarm Optimization, 简称 JPSO. 该算

法将低复杂度低精度的 ESPRIT算法和 PSO算法进行

联合, 大幅度减小了粒子的初始化空间和所需粒子, 从

ω

而解决了上述问题. 而且本文还对 PSO 算法中的权重

因子 进行了分析, 并找出了最适合该问题的权重因子

表达式.

1   数学模型

θ1, θ2, . . . , θq

假设在 p 元天线阵列处, 有 q 个远场窄带信号源

入射, 入射角分别为 , 则设在某一时刻, 阵列

的接收数据用复包络形式表示为:

x(t) =
q∑

k=1

a(θk)sk(t)+n(t) (1)

sk(t)

n(t) a(θk) θ

式中,  为阵列在某一个时刻接收的第 k 个信号源的

信号.  为噪声信号.  是波达方向 的导向矢量,
可写作:

α (θ) = [α1 (θ)e− jω0τ1(θ), . . . ,αp (θ)e− jω0τp(θ)]T (2)

αi (θ) τi(θ)为第 i 个阵元接收到信号的幅度,  为第

i 个阵元与参考阵元之间的传播延迟, 上标 T 为矩阵转置.
式(1)也可写为:

X (t) = A(Θ)s (t)+N(t) (3)

A(Θ) = [a(θ1),a(θ2) . . .a(θq)] (4)

Θ = {θ1, θ2 . . . θq} (5)

X(t) A(Θ)

N(t)

上式中 ,   为 p×1 维的阵列的接收数据 ,   为

p×q 维的阵列流型矩阵 ,  S(t)为 q×1 维的信号矩阵 ,
为 p×1 维的噪声矩阵. 对于波达方向估计, 一般有

以下四个假设:
假设 1. 组成阵列的 p 个阵元为各向同性阵元, 且

无互耦以及通道不一致的干扰.

σ2 σ2

假设 2. 设噪声为高斯白噪声, 均值为 0, 方差为

,  未知.
假设 3. 信号为远场窄带信号.
假设 4. 阵元数目 p 要大于信源数目 q.

2   加权子空间拟合算法

与其他信号子空间类算法一样, 加权子空间拟合

(WSF)算法也是基于阵列接收信号的协方差矩阵 R 的

特征结构的, R 定义为:

R = A (Θ)S AH(Θ)+σ2Ip (6)

对 R 做特征分解后:

R =
p∑

i=1

λieieH
i = EsΛsEH

s +σ
2EnEH

n (7)
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λi

Λs

Λs

σ2

上标 H 为共轭转置.  是第 i 个特征值, e i 为第

i 个特征值对应的特征向量. 对角矩阵 中包含着 r 个
较大的特征值, r 表示为真实信源数目(r≤q, 当信号为

不相干信号时, r=q). Es 矩阵为 中的特征值对应的特

征向量组成的矩阵. 同理, En 是由 p-r 个较小的特征值

对应的特征向量组成的矩阵. 一般将 Es 称为信号子

空间, En 称为噪声子空间.
A(Θ)可以看出, 信号子空间 En 是阵列流型矩阵 张

成空间的子空间:
span {Es} ⊆ span {A (Θ)} (8)

当 r=q 时, 上式等号成立.
此时, 存在一个满秩矩阵 T, 使得:

Es = A (Θ)T ⇒ Θ (9)

当有噪声存在时, 信号子空间与阵列流型矩阵张

成的空间不相等, 式(8)不一定成立.
子空间拟合算法就是构造一个拟合关系, 找出使

式(9)成立的一个矩阵 T, 使两者在最小二乘的意义下

拟合的最好. 即:[
Θ̂, T̂
]
= argmin

Θ,T

∥∥∥ÊsW1/2−A(Θ)T
∥∥∥2

F (10)

||·||2FW 为权重矩阵.  是指二范数. 通过求 T 矩阵的

最小二乘解, 可以得到:

LW = tr
{
P⊥A(Θ)ÊsWÊH

s

}
(11)

其中:

P⊥A(Θ) = I−A(Θ)(A(Θ)HA(Θ))−1A(Θ)H (12)

W = (Λ̂s− σ̂2I)2Λ̂−1
s (13)

P⊥A(Θ) A(Θ)矩阵是 矩阵的正交投影矩阵. W 是权重

矩阵.
通过观察WSF算法的评价标准, 式(13), 可以发现

求解该式其实是一个多维非线性优化问题.

3   联合粒子群算法

模仿生物行为的智能算法, 例如遗传算法, 蚁群算

法, 粒子群算法等, 都是解决多维非线性优化问题较好

的算法. 而粒子群算法由于算法规则简单, 收敛速度快,
可调参数少等优点获得广大学者的研究.

粒子群算法源于对鸟群捕食的行为研究, 利用群

体中的个体对信息的共享使整个群体的运动在问题求

解空间中产生从无序到有序的演化过程, 从而获得最

优解.

3.1   针对 WSF 算子的联合粒子群算法

通过以上对基本粒子群算法的描述, 可以得知:
(1) 由于粒子的移动机制, 粒子的初始位置越接近

于最优值的初始位置, 整个算法的运行速度就越快.
(2) 搜索空间即为 LW 的求解空间. 根据上述的假

设, 信源和天线阵列在同一个水平面. 所有求解空间是

q 维, 每个维度的范围是-90~90度.
(3) 粒子群算法是基于群体的算法, 所有的粒子的

初始位置在搜索空间中随机选取的.
从上述事实可以看出, 为了保证粒子能够接近于

最优值, 通常需要大量粒子, 一般粒子数量 m 不小于

30个. 但是大量的粒子数也带来了较高的计算复杂度.
此外, 所有的粒子随机出现在整个搜索空间中, 即使有

个别粒子接近于最优值, 它仍然需要足够的迭代次数

来使粒子群中的绝大部分粒子收敛到最优值. 因为对

于传统的粒子群算法, 过多的粒子和过多的迭代提高

了计算复杂度.
本文提出的基于联合的粒子群算法(Joint Particle

Swarm Optimization), 简称 JPSO. 对上述两个方面进行

优化, 从而减少算法整体的计算复杂度.
由于旋转不变子空间(ESPRIT)算法可以通过计算

直接得出波达方向, 没有谱峰搜索的步骤, 所以计算复

杂度比 WSF 算法低很多. 虽然 ESPRIT 算法的分辨率

要低于 WSF 算法, 但不可否认的是, 由于 ESPRIT 算

法的解和 WSF 算法的解都是 DOA 估计的解, 所以这

两个解是接近的. 因此, 用 ESPRIT 算法的解作为粒子

群算法中粒子的初始位置应该会加快算法收敛, 进而

降低计算复杂度.
而且, 由于 ESPRIT 算法没有谱峰搜索的步骤, 直

接求出结果, 所以不存在局部收敛的问题, 用 ESPRIT
算法求得的靠近真实解的解作为粒子群算法中的粒子

初始位置, 解决了粒子群算法局部收敛的问题.
为了让更多粒子的初始位置接近于 WSF 算子的

最优解, 以 ESPRIT 算法的解为中心划出一个初始化

空间, 粒子的初始位置将在这个即小又靠近最优解的

空间中随机产生.

ΘE =
{
θe1, θe2, . . . , θeq

}
(14)

上式表示为 ESPRIT算法的解.
初始化空间可表示为:

θ1 ∈
[
θe1−µCRBs, θe1+µCRBs

]
(15)

θ2 ∈
[
θe2−µCRBs, θe2+µCRBs

]
(16)
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…

θq ∈
[
θeq−µCRBs, θeq+µCRBs

]
(17)

CRBs其中μ为正整数.  指在随机模型下的克拉美-罗界.
因为克拉美罗界(CRB)是唯一一个与 SNR和快拍

数有关的值, 所以选取克拉美-罗界作为确定范围的依

据. 初始化空间的大小可以由μ控制的, 关于μ的取值,
在第 4节实验验证中会有讨论.

然后在初始化空间中撒入少量的粒子, 由于这些

粒子很接近于WSF算子的最优值, 所以这些粒子很快

就可以收敛到最优值.
ω3.2   权重因子 的改进

ω

ω

在传统的粒子群算法中, 权重因子 一般在 0.4~
0.9 之间选取一个固定值. 然而在文献[15]中 建议是

根据迭代的次数从 0.9至 0.4之间线性递减.

ω (l) = 0.9− l
lmax

(0.9−0.4) (18)

lmax 是最大迭代次数, l 是迭代次数.
ω

ω

ω

ω

ω

ω

ω

在研究中, 发现当权重因子 偏大时, 有益于粒子

群在较大的区域中寻找最优. 相反, 当权重因子 偏小

时, 有益于粒子群在小范围里做精细搜索. 那么, 在搜

索开始期间,  值偏大一点, 可加快收敛速度. 在搜索周

期结束时,  值偏小一点, 可以提高搜索精度. 在我们的

试验中, 发现权重因子 在解决 WSF 算子的求解问题

时,  更适合在 0.9 至 0.4 之间呈抛物线形递减. 因此,
在传统粒子群算法求解WSF算子时, 权重因子 定义为:

ω (l) = 0.4+
(l− lmax)2

2l2max
(19)

ω

ω

对于本文提出的联合粒子群算法, 由于粒子群的

初始位置已经接近于最优值, 权重因子 设为一个偏小

的固定值会比较好. 在试验中权重因子 设为 0.4.
基于联合的粒子群 DOA估计算法的流程如下:
(1)  计算 ESPRIT 的解和 CRB, 根据式(15)至

(17)构造初始化空间.

Θ = {Θ1,Θ2, . . . ,Θm} Θi ={
θi1, θi2, . . . , θiq

}
(2) 在粒子群算法的初始化空间中随机撒入少量

粒子 .  其中 ,  m 为粒子数目 .  
为第 i 个粒子在搜索空间下的坐标.

(3) 计算每个粒子的适应度值. 这里用到的是WSF
算法的算子, 如式(11)所述.

Ti = (ti1, ti2, . . . , tiq) Tg = (tg1, tg2, . . . , tgq)

(4) 更新全局最优值和每个粒子的自身历史最优

值. 让 和 分别表示

为全局最优值的坐标和历史最优值的坐标. 历史最优

值指该粒子在迭代过程中最优值. 全局最优值是指在

迭代过程中, 所有粒子在搜索空间中所达到的最优值.
(5) 根据下式更新粒子坐标和速度:

Θl+1
i = V l

i +V l+1
i (20)

其中:

V l+1
i = ωV l+1

i + c1r1(T l
i −Θl

i)+ c2r2(T l
g−Θl

i) (21)

ω

c1 = c2 = 2

l 指迭代次数,  指惯性因子, 设为 0.4. c1, c2 分别

是针对自身和社会的学习因子. r1, r2 是在 0-1 之间均

匀分布的随机变量. 学习因子 ;
(6) 如果达到最大迭代次数或者最小准则, 终止程

序, 否则返回步骤 3.

4   实验验证

ω

ω

为了证明本算法的有效性, 将其与传统的粒子群

算法通过 matlab 软件仿真进行比较. 常规粒子群算法

(PSO)的权重因子 设为式(19), 而联合粒子群算法

(JPSO)的权重因子 设为固定值 0.4. 最大迭代次数设

为 300. 天线阵列个数 p 为 16, 信源数量 q 为 2, 真实角

度分别为-40和 20.
在仿真中, 阵列的配置是均匀线阵, 其中导向矢

量为:

a(θ) =
[
1,e− jϕ(θ), . . . ,e− j(p−1)ϕ(θ)

]T
(22)

ϕ(θ) =
2π∆
λ

sinθ (23)

∆

∆ ⩽ λ/2 ∆ = λ/2
其中λ是指阵列所接收信号的波长,  为阵元间距, 为了

保证所得解是唯一的,  . 在本实验中,  .
信噪比定义为:

S NRk = 10log10

E
[
|sk(t)|2

]
σ2 (24)

均方根误差定义为:

RMS E =

√√√
1

qN

q∑
k=1

N∑
n=1

∣∣∣θk,n− θk∣∣∣2 (25)

θk,n θk为 第 n 次试验的估计.
图 1 展示的是传统粒子群算法(PSO)和联合粒子

群算法(JPSO)中的粒子初始位置分布情况. 可以看出.
本文算法拥有非常好的初始化空间, 只需要少量的粒

子参与迭代, 而且所有粒子都很靠近最优值. 从而粒子

不会在搜索过程中陷入局部收敛, 而且提高了收敛速度.
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而初始化空间大小由正整数μ决定, 试验中发现当

μ大于 10时, 粒子会迅速陷入到局部收敛, 导致结果错

误. 当μ小于 10 时, 粒子能够迅速找到最优解, 而μ在
1~10 这个范围变化时, 对结果和运行时间并无太大的

影响, 故在本实验中, μ取为 1.
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图 1    PSO和 JPSO算法中的粒子初始分布, SNR=0 db
 

图 2 展示的是在信噪比为 0 db 的情况下, 传统粒

子群算法(PSO)和联合粒子群算法(JPSO)中所有粒子

每次迭代时的速度. 可以看出, 在粒子越接近于最优值

时, 移动速度越接近于 0. 在 PSO 算法中, 30 个粒子需

要迭代 270次, 而在 JPSO算法中, 只需 6个粒子迭代 25次,
虽然 JPSO中包含 ESPRIT算法, 但是 ESPRIT的复杂

度与WSF算法相比, ESPRITS算法的复杂度与计算一

次WSF算子的计算复杂度相近, 并不影响结果的对比.
所以, 在计算复杂度上, JPSO明显低于 PSO算法.

图 3 展示的是分别在相干信号和非相干信号的情

况下, 传统的粒子群算法(PSO)和联合粒子群算法(JPSO)
对 WSF 算子进行求解的 RMSE, 与 ESPRIT 算法的

RMSE的对比. 针对 ESPRIT算法的特点, 在相干信号的

情况下, 在进行 ESPRIT算法之前对信号进行平滑处理.
在两种情况下, 可以看出, 传统的粒子群算法和本文提

出的算法的 RMSE相近, 且均比 ESPRIT算法精准. 意
味着本文提出的算法精度与传统粒子群算法精度相当.
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图 2    粒子在 theta1方向上的速度变化, SNR=0 db

 

表 1表明了在非相干信号且信噪比为 0 db的情况下,
传统的粒子群算法(PSO), 联合粒子群算法(JPSO)和
ESPRIT 算法在其他方面的不同. 可以看出, 在迭代次

数方面, JPSO 是 PSO 的四分之一. 但是 JPSO 所用的

粒子小于 PSO所用的粒子. 意味着 PSO算法要计算WSF
算子 LW3551次, 远远大于 JPSO所需计算的 190次.

通过 matlab 进行仿真运算比较运行时间, 虽然

JSPO 耗时小于 PSO, 但是仍然远大于 ESPRIT 算法的

耗时. 这是因为 LW 在计算中有大量的矩阵运算.

5   结论

本文针对 WSF 算法提出了一个低复杂度的联合

粒子群优化算法. 传统的粒子群算法有过多的粒子数

和太多的迭代次数的缺陷. 导致计算复杂度过高. 联合
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ω

粒子群算法引入 ESPRIT 算法和 CRB 来确定一个新

的初始化空间, 使随机产生的粒子更加接近于最优值,
减少了所需的粒子数和迭代次数. 本文还根据WSF算

子的特点, 讨论并优化了粒子群算法中的权重因子 .
实验结果表明, 本算法与传统的粒子群算法相比, 大大

降低了运算复杂度, 减少了运算时间. 值得注意的是,
本文提出的算法的计算复杂度相比于 ESPRIT 算法仍

要高很多, 这是因为算法中存在计算复杂度较高的矩

阵特征值分解, 所以下一步将引入多级维纳滤波取代

矩阵的特征值分解, 可以进一步的降低运算复杂度. 从
而使得WSF算法能真正应用于实际系统.
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图 3    PSO和 JPSO算法中 RMSE随信噪比的变化

表 1     JPSO与 PSO的在非相干信号情况下复杂度比较
 

PSO-WSF JPSO-WSF ESPRIT
粒子数目 30 6 -

平均迭代次数 252.20 38.67 -
LW计算次数 30*252.20=7566 6*38.67=233 -

耗时(s) 8.4466 1.1477 0.0030
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