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摘　要: 传统的基于区分矩阵的属性约简算法只能处理离散数据, 而绝大部分数据既包含离散属性又包含连续属

性. 针对这一问题, 本文使用一种可以对离散数据和连续数据进行统一处理的方法. 该方法利用柔性逻辑等价关系

替代原来的不可分辨关系, 简化了传统算法中的离散化过程, 提高了算法效率. 实验表明, 与传统的算法相比, 改进

后算法省略了离散化这一过程, 可以对离散数据和连续数据统一进行处理.
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Abstract: The traditional attribute reduction algorithm based on discriminant matrix can only deal with discrete data, and
most of the data contains both discrete and continuous attributes. In response to this problem, this study uses a method that
allows discrete data and continuous data to be processed uniformly. This method replaces the original indistinguishable
relation with the flexible logic equivalence relation, simplifying the discretization process in the traditional algorithm and
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粗糙集理论最早由波兰数学家华沙理工大学教授

Z.Pawlak 于 1982 年提出, 是一种处理不精确、不一

致、不完整等数据的数学工具, 同时对处理非常复杂

的系统非常有效. 属性约简是粗糙集理论研究的核心

内容之一, 其中基于区分矩阵的方法是现有的一种具

有代表性的属性约简算法, 很多属性约简及其拓展的

工作都以此为基础[1–4]. 目前, 对现有算法的改进大多

是提高算法的效率, 如文献[5–8], 或扩大其应用范围如

文献[9–11], 而此次实现的改进则是针对数据而言. 由

于现有的算法都只用于处理离散数据, 对于连续数据

需要先进行离散化处理. 而本次实现的改进则取缔了

离散化这一步骤, 可以对离散数据和连续数据统一进

行处理.

泛逻辑是本世纪初由何华灿教授提出. 它基于二

值逻辑, 多值逻辑和模糊逻辑, 并可以有效地处理人工

智能中不精确、不完整和连续的数据, 不完备和模糊

数据. 它可以被认为是一种柔性逻辑. 粗糙集理论和泛

逻辑都可以用来处理不精确和不确定问题, 因此结合

两个理论来取得更好的效果是可行和方便的[12].
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1   基本概念

1.1   粗糙集

S = {U,A,V, f }
A =C∪{d}

V = Ua ∈ A

f : U ×A→ V d , ϕ

定义 1[13]. 一个信息表可以描述为 ,
其中 U是论域,  : C是条件属性集, d是决策

属性.  是属性的值域, 其中, Va 是属性 a的
值域.  是信息决策函数. 当 时, 该信

息表是一个决策信息表.

B ⊆C∪D

IND(B) = {(x,y) ∈ U2| f (x,ak) = f (y,ak),∀ak ∈ B}
IND(B)

U/IND(B) = {[x]B : x ∈ U} [xB] = {y : (x,y)

∈ IND(B)}

定义 2. 不可分辨关系: 对于任意子集 ,

记 ,   则

是 U上的不可分辨关系, 它产生的 U上的划分

为 ,   其 中 ,  

, 是 x关于 B的等价类[1,12].

1.2   属性约简

I ∈ R IND{R−{I}} = IND{R}
在粗糙集信息系统中, 设 R 是一个等价关系簇,
,  如果 ,  则称 I 在等价关系

簇 R中是不必要的. 否则称 I在等价关系簇 R中是必

要的. 若 R 中的每一个等价关系 I 都是必要的, 则称

R是独立的. 属性约简就是在知识库分类能力保持不

变的情况下, 删除冗余属性.
S = {U,A,V, f }

B ⊆ A

B ⊆ A

定义 3. 对于信息系统 , 若对于属性

子集 中每一个属性在 B中都是必要的, 则称 B是

独立的; 若在属性子集 中, 存在某一属性在 B中

是不必要的, 则称 B是相依的.

D ⊆ B定义 4. 若 , 满足下面两个条件:

(1) D是独立的,

IND(D) = IND(B)(2)  .
D ∈ Red(B)

Core(B)

Core(B) = ∩Red(B)

则称 D是 B的一个约简. 记为:  . 其中所有

的必要关系组成的集合, 称为 B 的核, 记为:  .
即:  . 核是信息系统中的核心属性集,
是所有约简的公共部分.

1.3   区分矩阵

S = {U,C∪D}
C∩D = ϕ

(Ci j)n×n i, j = 1,2, · · · ,n

定义 5 [ 5 ] .  设 为一个决策表 ,  其中

C 为条件属性集, D 为决策属性集,  决策表

S的区分矩阵被定义为 , 其中 .

Ci, j

{
ak ∈C,ak(Xi) , ak(X j)∧D(Xi) , D(X j)
Φ,D(Xi) , D(X j)

(1)

2   算法原理

(1) 首先根据信息表 S构造区分矩阵 M, 按照公式

(1)规则构造矩阵.

i, j

i, j

D(Xi) = D(X j) mi, j

D(Xi) , D(X j)

mi, j

构造区分矩阵时, 需要将信息表中所有数据一一

进行对比, 在此以第 条数据举例说明具体构造过程:
首先判断第 条数据决策属性值是否相同, 若相同, 即

, 则将 值记为空; 若决策属性值不同,
即 , 此时从第一个条件属性开始比较这两

条数据的所有条件属性, 若两条数据的条件属性 ak 相
等, 则不作处理; 若两条数据的条件属性 ak 不相等, 则
将 ak 属性添加到 值中. 由于每两条数据只需要单向

比较一次即可, 所以结合矩阵的特点, 我们可以知道最

后得到的区分矩阵是一个主对角线上元素为空的上三

角矩阵或下三角矩阵.
(2) 根据区分矩阵构造区分函数, 规则如下:

∨mi, j

∨
{
ai|ai ∈Ci, j

} (
Ci, j , 0,Ci, j , ϕ

)1 )  不为空的每项中的元素析取 ,   L i , j =
,  .

∧(∨mi, j) L = ∧
{
Li, j|Ci, j , 0,Ci, j , ϕ

}2 )  再将这些析取分量的逻辑表达式取合取

,  .

A∧A = A
A∧ (A∨B) = A

(3) 删除包含关系: 将所有析取表达式合取得到的

合取范式通常都很复杂, 甚至含有大量重复内容. 在这

种情况下若是直接将合取范式转化为析取范式需要花

费大量的时间和空间, 且十分不必要. 根据离散定律中

幂等律和吸收律特点, 我们可以简化合取范式的内容,
有效地减少后续工作的工作量. 幂等律:  , 吸
收律:  拓展为包含关系可以将相等或较

大的一项析取范式删掉, 且对最后结果没有影响. 证明

过程参见定理 1的证明. 所以, 我们可以在求出区分矩

阵之后先将包含关系删除, 再对简化后的区分矩阵进

行后续操作. 这一方法可以有效降低系统开销, 缩短程

序运行时间, 提高算法运行效率.

L′ = ∨{L} A∧ (B∨C) =

(A∨B)∧ (A∨C)

Red(S )

Core(R)

将合取范式转化为析取范式, 即将 L转化为析取

范式 L',  . 通过离散定律分配律

可以将合取范式转化为析取范式, 最终

得到结果一个或多个约简集 以及所有约简集的

交集——核 .

3   算法改进

3.1   改进原理

由于原始的算法只能用于处理离散的数据, 然而

现实生活中我们收集的数据大部分都是既包含连续数

据又包含离散数据. 因此对于这些数据, 我们需要先进

行离散化处理再进行属性约简. 然而在使用等区间离

散化方法时经常会出现以下问题: 两个边界值的数值

计 算 机 系 统 应 用 http://www.c-s-a.org.cn 2018 年 第 27 卷 第 3 期

126 软件技术•算法 Software Technique•Algorithm

http://www.c-s-a.org.cn


Q(x,y,0.5) = Q1 = 1− |x− y|

非常接近, 但它们离散化后属于不同区域, 因此它们会

被置于不同的等价集中. 这显然是不合理的, 这是人为

的离散化带来的错误. 但是如果使用柔性逻辑等价关

系就可以避免这种错误. 因为等区间离散化方法是将

该属性划分为一定的区间数, 每个区间距离相同, 将位

于同一区间的数据离散化为同一结果. 因此这种离散

化方法对于边界值的处理会产生错误, 比如说位于不

同区间但数值十分相近的两个数值, 很明显这两个数

值应当离散化为相同的结果, 但是对于等区间离散化

方法而言, 对于这一类数据的处理就会发生错误. 而使

用柔性逻辑等价关系时 ,  使用的是中心等价公式 :

. 此时判断 x 和 y 离散化结

果是否相同时, 判断条件不是这两个数值是否位于同

一区间, 而是这两个数值的差距是否超过固定的区间

距离. 这样就可以避免边界值由于等区间离散化方法

而产生的错误. 本文只讨论了最简单的离散化方法 (等

区间离散), 如果连续属性具有不同的特征, 并且使用

不同的离散化方法来使数据离散, 我们也可以调整参

数, 使用不同的等价公式来处理这些连续数据. 如果零

级泛逻辑不足以覆盖使用, 我们也可以引入自相关参

数 k以获得更大的柔性.
改进算法利用了柔性逻辑中的中心等价公式. 在

柔性逻辑理论中, 定义了一组连续而灵活的运算符集,
以表示广义相关性和广义自相关性[14]. 在本文中, 我们

只考虑广义相关性[15], 而广义相关性可以被量化为广

义相关系数, 一般用 h表示, h在[0, 1]中连续取值.

F0(x,h) = xm G0(x,h) = 1− (1− x)m

T (x,y,h) S (x,y,h)

使用 T 范数来表示 AND 关系 ,  S 范数来表示

OR 关系, 这是泛逻辑的数学基础. 广义相关性被定义

为 h和两个仅由 h控制的两个函数, T 生成元完整簇

和 S 生成元完整簇 .
把它们应用到 AND运算模型和 OR运算模型, 我们可

以得到 和 :

T (x,y,h) = (max(0m, xm+ ym−1))1/m,m ∈ R,h ∈ (0,1) (2)

S (x,y,h) = 1− (max(0m, (1− x)m+ (1− y)m−1))1/m,
m ∈ R,h ∈ (0,1) (3)

F0(x,h) = xm

I(x,y,h)

将 T生成元完整簇 放入蕴含运算模型

中, 我们可以得到 :

I(x,y,h) = (min(1+0m,1− xm+ ym))1/m (4)

→ h可以把它写成“ ”.

F0(x,h) = xm

Q(x,y,h)

将 T生成元完整簇 放入等价运算模型

中, 我们可以得到 :

Q(x,y,h) = (1± |xm− ym|)1/m (5)

h ≥ 0.75

↔ h

当 时为+,  否则为 - .  我们可以把它写成

“ ”.
m = (3−4h)/(4h(1−h))

h = (1+m)− (((1+m)2−3m)1/2)/(2m)

附:  ,
.

Q(x,y,h)等价关系 根据 h的不同会产生不同的结

果, 其中较为特殊的 4个运算如下.
(1) Zadeh等价:

Q(x,y,1) = Q3 = ite{1|x = y;min(x,y)} (6)

(2) 概率等价:

Q(x,y,0.75) = Q2 =min(x/y,y/x) (7)

(3) 中心等价:

Q(x,y,0.5) = Q1 = 1− |x− y| (8)

(4) 最大等价:

Q(x,y,0) = Q0 = ite{x|y = 1;y|x = 1;1} (9)

ite{a|b;c}其中, 函数 表示条件 b成立时函数值为 a, 否
则函数值为 c.

Qk(Xi,X j,h) =

(1± |Xi,k
m−X j,k

m|)1/m

Xi,k X j,k Xi Xi

Qk(Xi,X j,0.5) = 1− |Xi,k −X j,k |

P→ Q且U/IND(P) ⊆ U/IND(Q)

柔 性 逻 辑 等 价 关 系 定 义 为

. h可以在不同的环境下进行调整.

和 是 ,  的属性 ak 的值. 现在我们采用 h=0.5,
所以中心等价 被用来修改

原来的等价运算, 即利用柔性逻辑等价关系取代不可

分辨关系. 由于柔性逻辑可以有效地处理人工智能中

不精确、不完整和连续的数据, 因此将柔性逻辑与粗

糙集相结合, 对离散数据和连续数据统一进行处理. 对
于不可分辨关系, 可以简单理解为: 在分类过程中, 相
差不大的个体被归于同一类, 这些个体的关系就是不

可分辨关系. 在这个算法中, 不可分辨关系的用处就是

将所有数据划分成不同的等价类. 而柔性逻辑等价关

系则可以使用统一的方法将所有的属性划分成基于柔

性逻辑的等价类. 在文献[12]中有详细的证明: 可以证

明不可分辨关系 P 被包含在新的柔性逻辑等价关系

Q中, 即 .
使用柔性逻辑中的中心等价公式:

Q(x,y,0.5) = Q1 = 1− |x− y|

由于 x, y的取值区间只能为[0, 1], 所以将公式转

化为:
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Qk(xi, x j,0.5) = 1− |xi,k − x j,k |/(bk −ak)

[ak,bk]其中 为值域. 下文将介绍公式具体应用.
(Mi j)n×n

i, j = 1,2, · · · ,n
构造区分矩阵 矩阵的条件修改如式 (10),

其中

Ci, j

{
ak ∈C,Q(Xi,X j,0.5) ≤ 1−α∧D(Xi) , D(X j)
Φ,D(Xi) , D(X j)

(10)

Q(xi, x j,0.5) 1−α
1−α

1−α

α

与改进前的算法相比较, 改进后算法只是将构造

区分矩阵的条件由公式 (1)改为公式 (10).公式 (10)主
要描述了构造区分矩阵的规则, 规则如下: 首先判断

Xi 和 Xi 的决策属性值是否相同, 若相同则将该矩阵的

i 行 j 列置空 ,  若其决策属性值不同 ,  则依次计算

的结果, 将该结果与参数 进行比较, 若
该结果小于等于 , 则将该属性加入到该项中, 若大

于 ,  则不将该属性加入该项 .  公式 (1 ) 与公式

(10)的区别在于: 在判断条件属性是否加入该项时, 公
式 (1)是对离散化后的结果直接进行判断, 等于或不等

关系. 而公式 (10) 则直接将离散数据或连续数据根据

中心等价公式进行计算, 再将计算结果与 值进行比

较. 其实这两种判断条件直接体现出了不可分辨关系

和柔性逻辑等价关系的区别.
3.2   实例说明

在实现区分矩阵属性约简算法时, 通常需要先将

原始数据离散化, 再对离散数值进行属性约简. 现在提

出一种利用柔性逻辑等价关系替代原本的不可分辨关

系, 省略离散化这一过程. 这一改进使用公式 (8), 只针

对等区间离散化这一方法进行改进.
为了完整的研究算法, 现引入一个覆盖算法涉及

到的全部步骤的气象表, 如表 1. 表中数据后的小括号

内容表示对应的离散化后的结果.
 

表 1     气象表
 

U
条件属性C 决策属性D

Outlook(a1)Temperature/℃(a2)Humidity/%(a3)Windy(a4) Class(d)
1 Sunny(1) 32(1) 76(1) False(1) N(1)
2 Sunny(1) 31.5(1) 78.2(1) True(2) N(1)
3 Overcast(2) 39(1) 76.8(1) False(1) P(2)
4 Rain(3) 25(2) 80(1) False(1) P(2)
5 Rain(3) 18(3) 50(2) False(1) P(2)
6 Rain(3) 10(3) 52(2) True(2) N(1)
7 Overcast(2) 13.5(3) 40(2) True(2) P(2)
8 Sunny(1) 22.6(2) 76(1) False(1) N(1)
9 Sunny(1) 6(3) 28.5(2) False(1) P(2)
10 Rain(3) 26(2) 48.8(2) False(1) P(2)
11 Sunny(1) 20.3(2) 37.5(2) True(2) P(2)
12Overcast(2) 20(2) 65.5(1) True(2) P(2)
13Overcast(2) 35.5(1) 45(2) False(1) P(2)
14 Rain(3) 23(2) 82(1) True(2) N(1)
 
 

表中存在 2 个连续属性, 分别为 a2 和 a3. 将 a2 划

分为 3 个区间, 分别为: [6, 19), [19, 28), [28, 39], 对应

离散值为 3, 2, 1. 将 a3 划分为 2 个区间, 分别为:[28,

55), [55, 82), 对应离散值为 2, 1.

传统的区分矩阵属性约简算法大致分为 3步:

1) 首先根据信息系统 S构造区分矩阵M(S);

2) 根据区分矩阵构造区分函数;

3) 计算区分函数, 将合取范式转化为析取范式.

改进的算法对代码改动较小, 只需在构造区分矩

阵时将原来的不可分辨关系判断条件改为柔性逻辑等

价关系的判断条件即可.
 

表 2     改进前区分矩阵
 

x 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

1 ∅ a1 a1a2 a1a2a3 ∅ a1a2a3a4 ∅ a2a3 a1a2a3 a2a3a4 a1a2a4 a1a3 ∅
2 a1a4 a1a2a4 a1a2a3a4 ∅ a1a2a3 ∅ a2a3a4 a1a2a3a4 a2a3 a1a2 a1a3a4 ∅
3 ∅ ∅ a1a2a3a4 ∅ a1a2 ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ a1a2a4
4 ∅ a2a3a4 ∅ a1 ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ a4
5 a4 ∅ a1a2a3 ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ a2a3a4
6 a1 ∅ a1a4 a2a4 a1a2 a1a2a3 a1a2a4 ∅
7 a1a2a3a4 ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ a1a2a3
8 a2a3 a1a3 a3a4 a1a4 a1a2a3 ∅
9 ∅ ∅ ∅ ∅ a1a2a3a4
10 ∅ ∅ ∅ a3a4
11 ∅ ∅ a1a3
12 ∅ a1
13 a1a2a3a4
14
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表 3     改进后区分矩阵
 

x 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

1 ∅ a1 a1 a1a2a3 ∅ a1a2a3a4 ∅ a2a3 a1a3 a2a3a4 a1a2a4 a1a3 ∅
2 a1a4 a1a4 a1a2a3a4 ∅ a1a2a3 ∅ a2a3a4 a1a3a4 a2a3 a1a2 a1a3a4 ∅
3 ∅ ∅ a1a2a3a4 ∅ a1a2 ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ a1a2a4
4 ∅ a2a3a4 ∅ a1 ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ a4
5 a4 ∅ a1a3 ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ a3a4
6 a1 ∅ a1a3a4 a2a4 a1 a1 a1a2a4 ∅
7 a1a3a4 ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ a1a3
8 a2a3 a1a3 a3a4 a1a4 a1a2a3 ∅
9 ∅ ∅ ∅ ∅ a1a2a3a4
10 ∅ ∅ ∅ a3a4
11 ∅ ∅ a1a3
12 ∅ a1
13 a1a2a3a4
14

 
 

改进前后构造的区分矩阵结果略有不同. 分析这

些不同, 主要有以下两种情况:
1) 改进后的矩阵某一项增加了某一属性: 如 X6, 9

改进前的内容为 a1a4, 改进后为 a1a3a4. 针对 a3 属性进

行分析, 湿度 52%和 28.5%离散化后均为 2.所以改进

前区分矩阵该项的内容中并不包括 a 3 属性 .  但是

52%和 28.5%均属于边界值, 虽然同属一个区间, 但实

际差距还是很大的. 因此改进后的算法更合理.
2) 改进后的矩阵某一项删除了某一属性. 如 X1, 4

改进前的内容为 a1a2, 改进后为 a1. 针对 a2 属性进行分

析, 温度 32 和 25 离散化后分别为 1 和 2.所以改进前

区分矩阵该项的内容中包括 a3 属性. 但是 32 和 25 均

属于边界值, 虽然属于不同区间, 但实际差距不大的.
因此改进后的算法更合理.

对改进前后的算法效率进行比较, 发现: 改进后的

算法效率与改进前的算法效率几乎持平, 甚至在数据

量逐渐增多的情况下, 改进后的算法效率要低于改进

前的算法效率. 而且, 改进后的算法效率在构建区分矩

阵部分所消耗的时间远大于改进前的算法. 由于机器

限制, 只比较了具有 5 个属性的数据表在 100~900,
1000~7000条数据等不同情况下的运行时间. 实验结果

如表 4和表 5.
 

表 4     千条以内数据算法效率对比
 

数据量(条) 100 200 300 400 500 600 700 800 900
运行时间

改进前(ms)
38.4 73.6 118.6 180.4 261.8 343.2 459 570.6 722

运行时间

改进后(ms)
38.6 73 123.4 182.8 266.8 351.8 461 584.6 730.8

表 5     千条以上数据算法效率对比
 

数据量 (条) 1000 2000 3000 4000 5000
运行时间改进前(ms) 913.8 3508.8 6399.6 10 325.2 14 339.4
运行时间改进后(ms) 921.6 3512 6469.8 10 587.6 14 807

 
 

测试硬件环境: 联想 PC, 1.90 GHZ, 内存 2.0 GB,
测试软件环境: Microsoft Windows7 旗舰版, 编程语言:
Java, 开发环境: MyEclipse Professional 2014.

4   结论与展望

本文实现了基于区分矩阵的属性约简基础算法,
并实现了利用柔性逻辑对该算法的改进, 将改进前后

的算法进行了内容和效率两方面的对比并得出结论.
但是本文使用的柔性逻辑等价关系只针对等区间离散

化方法, 对于其他的离散化方法并不适用, 因此今后的

研究方向是利用柔性了逻辑对其他的离散化方法进行

改进, 将柔性逻辑和粗糙集理论做一个更好的统一.
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